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Physics. — The specific heats of tantalum in the normal and in the super- 
conducting state. By W. H. Keesom and M. Deésirant. (Abstract 
of Communication No. 257b from the Kamerlingh Onnes Laboratory 
at Leiden). 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


From measurements made by MENDELSSOHN and Moore 1) it seems to 
follow that tantalum, as to the phenomena of superconductivity in a 
magnetic. field, more nearly corresponds to an alloy than to a pure metal. 
It was therefore interesting to compare the calorimetric behaviour of 
tantalum with that of superconductors such as tin and thallium, who have 
been investigated previously 2) 3). 

In the absence of a magnetic field the sample of tantalum investigated 
by us appeared to show a discontinuity in the specific heat at 4.075° K. 
Why this transition temperature differs so essentially from that found by 
MEISSNER #), viz. 4.38° K, is a question for further investigation. The 
purity of our sample was stated to be 99.96 %. Spectroscopic analysis 
corroborated this statement. 

At 4.075° K the difference of the specific heat at the superconducting 
from that at the normal condition AC») — 0.00881 cal/degree. mol. This 
value is approximately equal to that which follows from RUTGERS’ formula 
with as a basis the induction curve of DAUNT and MENDELSSOHN 5), 
Measurements made in a magnetic field, however, gave values of AC 
which are much lower than the values calculated on that same basis. 

In connection with this we observe that for tantalum the curve in the 
H, T-diagram which indicates the temperatures at which the magnetic 
induction penetrates into the metal is essentially different from the curve 
which shows the temperatures at which the electric resistance reappears, 
and it is not a priori evident that it is the first mentioned curve that 
characterises the difference between the superconducting and the normal 
conditions, 

As a matter of fact measurements on tantalum in magnetic fields of 446.8 
and 691.6 gauss have shown discontinuities in the specific heat for 3.705 
and 3.49° K respectively. These transition temperatures are appreciably 
higher than those which should follow from the induction curve. They 
agree, however, with the temperatures which follow from MENDELSSOHN 
and Moortr's resistance curve, if this curve, corresponding to the difference 
between our and MEIssNer’s values of the transition temperature in the 


absence of a magnetic field, is transferred over 0.3 degrees to lower 
temperatures, 
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From this it seems to follow that the superconductive condition still 
persists at fields for which B 0, at least in a certain part of the metallic 
bloc. 

To determine the specific heat in the normal condition in a large interval 
of temperature we made use of a magnetic field of 3000 gauss. Our results 
can be represented by the formula 


gh 
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in which the first term is due to the atomic lattice, the second term to the 
conduction electrons. 

The DesBije characteristic temperature 9p — 246.5 is approximately equal 
to the value found by SIMON and RUHEMANN &) at about 70° K. 

As the coefficient of the second term (0.00141) is seven times as large 
as the value calculated according to SOMMERFELD’s formula for the two 
electrons of the 6s-band considered as free, one may conclude that the 
limiting density N(¢,)) of the energy levels in the 5d-band for tantalum is 
larger than that for free electrons. From that value of the limiting density 
the magnetic susceptibility can be calculated. The result is appreciably 
smaller than the experimental value. This may indicate that between the 
electronic spins an exchange effect exists of the same character as that 
which is responsible for ferromagnetism. 
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Mathematics. — Sur un certain systéme de congruences. 1. Par 
J. G. VAN DER CORPUT. 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


§ 1. Introduction. 
Considérons le systeme de congruences 


5 bu» Wr (Yr) = gu (mod. p*) (i ee 1) en 


al 
oi m, n et a sont des nombres naturels, b,, et g, des entiers, p un 


nombre premier et y,(y) un polyndme non-constant 4 coefficients entiers. 
Désignons par B la matrice 


o $8 4 4 4 He 4 Ne 


5.92) eee tee) UO et comes 


formée par les mn coefficients by». 

Je me propose de déduire d’abord une condition suffisante pour que 
le nombre de solutions du systéme (1) soit =c, p"-”%, ot c, dépend 
uniquement de la matrice B et du choix des polynémes y,, donc ni de 
p, ni de a, ni des nombres gy. Traitons d’abord le cas particulier 


joe (mod =p) a: a nn) 

ou , 
Tr 1 Opn L(y) = OC CR een 

k et f# désignant des nombres naturels. Tout systéme y = (yj, «-., Yn) 


formé par n multiples de p® satisfait A la congruence (2), de sorte que 
le nombre de solutions de cette congruence est =p"*—*, Dans ce cas 
une condition nécessaire est n(k—1)$ =(n—l)kf, c'est-a-dire n=k. 

De la méme maniére, pour la congruence 

= byt = (mod. p*”) 

un peu plus générale, la condition que le systéme des coefficients (Ope 0s) 
contienne au moins k nombres b, #0, est nécessaire pour que le nombre 
de solutions de la congruence soit =c, p*é, 
de k, n et des coefficients b,,...,b,. 

Pour le systéme 


oul c, dépend uniquement 


pa ed 1 A bar ty = 92 (mod.tp")) aa warm (3) 
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il est nécessaire que k au moins des nombres by, (== 1) Solent 
différents de zéro. En effet, supposons b,, =0 pour Ve=kok 2 1,..4n 
et posons g;—0. Dvaprés le résultat précédent a la premiére des deux 
congruences (3) satisfont au moins p*—"? systémes (Yi,-+-> Ye-1), formés 
par k—1 nombres naturels =p*?. Si y,,...,y,%-1 sont donnés et si nous 
désignons par N(g>, y1,...,yx-1) le nombre des systémes (y%,..-,Yn), 
formés par n—k-+ 1 nombres naturels y, = p** et vérifiant la seconde 
des congruences (3), on a 


kB 
pk 
2 N92 he ee fie soa ie, 
g2= 
d’ot il suit 
pk 2 
S FN (go. gi. - 1 i-1) = pF ee hee, 
g2=1 
ou 2, est étendu aux systémes (y;,...,yx—1), formés par k—1 nombres 


naturels y,=p** vérifiant la premiére des congruences (3). Pour une 
valeur au moins de g) on a donc 


—1)28+(n— P—-ke — A(n—2)ke+8 
D1 N (go, tis - «+s Ye-1) = pO kk Bk = plrk3+ 2, 


ot. le dernier exposant est supérieur A (n—2)kf. Comme cette somme 
2, est précisément le nombre de solutions du systéme (3), on trouve 
gue la condition citée est nécessaire. 

De la méme maniére, une condition nécessaire pour que le systéme (3) 
posséde au plus c;p2** solutions, ot! c; dépend uniquement de la 
matrice B et de k, est la suivante: si l’on supprime dans B k—1 
colonnes, la matrice restante est de rang 2. 

Ces cas particuliers nous apprennent qu'on a besoin d'une limite 
inférieure de n et aussi d'une condition concernant le rang de certaines 
matrices partielles de B. 

Dans les cas particuliers traités w,(y) est égal a y* et le degré k joue 
un role essentiel dans la condition trouvée. Dans le cas général ce ne 
sont pas les degrés des polynémes ,(y) qui se présentent dans la 
condition, Si w(y) est un polynéme 4 coefficients entiers de degré effectif 


ae 
k=2, on peut écrire wy’ (y) = ay! sous la forme 


Ug= Ch Get (), 


ou C est une constante ~0, ot les exposants sont positifs et ot 
fily),..-,fi(y) sont des polynémes irréductibles différents 4 coefficients 
entiers. Le plus grand des exposants s;,...,s; sera appelé par moi 
l’exposant caractéristique du polynéme y(y). L’exposant caractéristique 
s posséde la propriété que s+1 est au plus égal au degré du polyndme 
w(y), mais en général s vaut 1. Pour un polyndme linéaire p(y) je pose 
l’exposant caractéristique égal a zéro. 
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Comme on le verra dans la proposition suivante, ce sont les exposants 
caractéristiques plutot que les degrés qui jouent un rdle prépondérant 
dans la condition cherchée. 


Proposition 1: Supposons que l'exposant caractéristique de chacun 
des n polynémes non-constants \,(y) soit =s, que n soit =(s+2)m 
et que chaque nombre naturel w= m posséde la propriété suivante: 
si l'on supprime dans la matrice B (s+ 2) —1 colonnes quelconques, 
le rang de la matrice restante est =m-+1— yp. 

Dans ces conditions le nombre de solutions du systéme (1) est au 
plus égal 4 c)p'™%, o& c; est un nombre convenable, dépendant 
uniquement de la matrice B et du choix des polyndémes wy. 

Les cas particuliers cités nous montrent qu'il n'est pas possible de 
remplacer la condition trouvée par une condition beaucoup moins 
exigeante. En effet, pour la congruence (2) la condition suffisante exige | 
n=k-+1, tandis que la condition nécessaire exige n=k. Pour le systéme 
(3) la condition suffisante exige: ,,si l’on supprime dans B k colonnes 
quelconques, le rang de la matrice restante est 2’’, tandis que la condition 
nécessaire exige: ,,si l’on supprime dans B k—1 colonnes quelconques, 
le rang de la matrice restante est 2’. Comme on le voit, l’écart entre 
les deux conditions n'est pas grand. 

Du theoréme 1 découle, comme je le démontrerai, la proposition 
suivante: 


Proposition 2: Si les conditions de la proposition 1 sont remplies 
et si X,1,...,Um désignent des nombres naturels avec V, U2... Um == X, 
le nombre des systémes y =(y,,...,+Yn), formés par n nombres naturels 

—= wae ~ 
yy =X et vérifiant le systéme 


2 Oar) (iy) == Ges TOG 0 ,,) ee ew eer) 


(| 
est inférieur a 
n = =il 
RGA OE iP C IU a hog 


ou 4 dépend uniquement de la matrice B et du choix des polynémes 
w, et ou t(w) désigne le nombre des diviseurs de w. 

Pour un probléme appartenant a la théorie additive des nombres 
premiers, M. PisoT et moi avons besoin d'une borne supérieure conve- 
nable du nombre de systémes y cités dans la proposition précédente. La 
borne trouvée est assez petite pour notre but, mais lhypothése que le 
rang de la matrice nommée soit =m-+ 1—~w nous obligerait d’imposer 
aux matrices, figurant dans le probléme en question, des conditions 
supplémentaires que nous voulons éviter. C'est pourquoi je déduis une 
autre borne supérieure qui peut étre beaucoup plus grande que celle 


obtenue dans la proposition 2, mais qui est valable dans des conditions 
beaucoup moins exigeantes. 


Da 


Proposition 3: Supposons que n= mm, que la matrice B, formée par 
les entiers bw», posséde le rang m et que w,(y) (v=1,..,n) désigne un 


polynéme non-constant a coefficients entiers et a exposant caractéristique 
— 


= s, ot s ne dépend pas de yr. 
Si X, v1,,..., Um désignent des nombres naturels avec OR UO 


le nombre de systémes y=(y,,...,yn), formés par n nombres naturels 
Yr —X et vérifiant le systéme (4), est inférieur a 


XD Wien Paes (ere) 


v=) Ply, 


ou a est le plus grand nombre naturel tel que p* divise v, et o4 w est 


un nombre convenable, dépendant uniquement de la matrice B et du 
choix des polynoémes yy. 


Si chacun des n polynémes y,(y) posséde un degré =k, ot k est 
indépendant de », on peut remplacer dans l'assertion de la proposition 
précédente s+3 par k-+2 en vertu de s=k—1. Je peux améliorer le 
résultat trouvé, mais ce dernier est suffisant pour notre but. 


§ 2. Démonstration de quelques lemmes. 


Pour la démonstration de la proposition 1 j'ai besoin de 4 lemmes. 
Dans ces lemmes g est un entier, a un nombre naturel, p un nombre 
premier, y(y) un polynéme 4a coefficients entiers; c3,..., C3; sont des 
nombres convenables, dépendant uniquement du choix du polynéme y. 


Lemme 1: Le nombre des nombres naturels y = p* avec 


y (y) =g (mod. p*); wy’ (yy =0 (mod. p’); yw’ (y) 40 (mod. p’t!) (5) 


est pour tout entier y —0 inférieur a c;p*’. 


Démonstration: Soit p® la plus haute puissance de p qui divise k/, 
ou k désigne le degré du polyndme y. Nous pouvons supposer 
a=y+1+26; sinon I’assertion est évidente. Si nous posons 


=n pate, Oul0 <2 et 0<h=p*'-?, 
nous avons 
klw(z) +ki hprti+? yp’ (z) +... Ak phe t1 +9 yl (z) 
=k!ly(y)=k!lg (mod. p’), } 
Le nombre naturel z=p’+!*° vérifie la congruence 


klp(z)=k!g (mod. p), 


de sorte que le nombre des valeurs de z qui entrent en considération 
est inférieur A cyp’. Si a est =2y+1-+26 et si z est donné, le 
nombre h est déterminé univoquement modulo p*~?’~!~”’ par (6), comme 
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p’*! wp’ (z) est divisible par p’”*', mais non par p2’*?, Sia est=2y+1+20, 
le nombre des valeurs de Ah qui entrent en considération est donc 
=c,p’; ce résultat est évident dans le cas ou a=2y+206. Le lemme 


est ainsi démontré. 


Lemme 2: Si y(y) est irréductible, le nombre de solutions de la 


congruence 
y (y)=0 (mod. PN | aatan <n ee eae() 


est inférieur a Cg. 


Remarque: Je donne ici une démonstration directe de cette propo- 
sition auxiliaire. Dans mon article: ,,Une inégalité relative au nombre 
des diviseurs’, qui parait en’ méme temps dans ces Proceedings, je déduis 
ce lemme d'une proposition de M. LOO—KeENnG Hua. 


Démonstration: Comme yw (y) est irréductible, il existe deux poly- 
nomes u(y) et v(y) a coefficients entiers avec 


WAR) ay) 2 (y)e0 (Gg) =D, 


ot D est un nombre constant entier 0, dépendant uniquement du 
choix du polyndme y. S'il existe une solution de (7) telle que y’ (y) 
soit divisible par p%, cette puissance p* divise D et l'assertion est 
évidente. Si y’(y) n'est divisible par p* pour aucune solution y de (7), 
la plus grande puissance p’ de p qui divise yw’ (y) est un diviseur de D 
et l’assertion suit du lemme précédent. 


Lemme 3: Supposons le degré k de w(y) supérieur 4 1 et écrivons 


TAU Gryphon . 2 


ou C est un entier constant 0, oa les exposants sont positifs et ou 
fi(y),-.-,fily) désignent des polynomes irréductibles différents a coef- 
ficients entiers. Il est donc possible de trouver deux polynomes u, (y) 
et v,(y) a coefficients entiers tels que 


=i 


a (y) f(y) +4 (y) Fi (y)=D,, of F, (yy =k! CG’ (y)... fr’ (y) 


et ou D, est un entier constant, dépendant uniquement du choix des 
polynomes wy et f,. 
Le nombre des nombres naturels y = p* avec 


v (y) = g (mod. p*); fi (y)=0 (mod. p’); f,(y) 40 (mod. p’+!) (9) 


est, pour tout nombre naturel a, pour tout nombre premier p et pour 


tout nombre naturel y<a tel que p’ ne divise pas D,, inférieur a la 
[0issave7 p waetia cpp2? 44, 
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Démonstration: Si l'entier y vérifie (9) et si p’ désigne la plus 
haute puissance de p qui divise F, (y), le nombre D, est la somme de 
deux termes, dont le premier est divisible par p’ et le second par p’. 
Le nombre D,, qui n'est pas divisible par p’, est donc divisible par p’, 
dot il suit 6=co. Il suffit donc de démontrer pour tout entier 6=0 
et =cy que le nombre N des nombres naturels y =p” avec (9) et 


Fi, (y)=0 (mod. p’); F,(y)A0 (mod. p**!) 
est inférieur 4 la fois 4 cyg p*—” et A cy, p7*1, 
Liinégalité N< cy p*~’ suit du lemme 2 (appliqué avec f, (y) au lieu 


de w(y)), de sorte qu'il suffit de démontrer N<c,, p»’+!. Si a est 
=y+6+1, ona 


Cay Ov - — sy+1 
NCC == p een p—a.p 


parce gue p® est un diviseur de D,. Nous pouvons donc supposer 
a>y--0-- 1. Si nous posons 


yozt+ hprte+1, (jie Zap Oe to 
nous trouvons 


kip(z) tkl hp’t?t! yp’ (z) te... EAE pki +940 wh (2) 


=k! y(y)=klg (mod. p%), ) 


k désignant le degré du polynéme y. 
Comme z vérifie la congruence 


k,l A (2d =0 (mod. p’), 


ou k, est le degré de f(y), le nombre des nombres naturels z= p’*! 
qui entrent en considération est d’aprés le lemme 2 (appliqué avec k,! f(y) 
au lieu de w/(y)) inférieur a cj;3p. Comme y”(z), wy” (z),... sont 
divisibles respectivement par p'~"’, p&—27’,..., et comme k! wy’ (z) n'est 
pas divisible par p%’+?+!, le nombre fA, figurant dans (10) est 
déterminé univoquement modulo p*~'+7~2°-!, si z est donné et si 
a=(s, + 1)y—26—1. Dans ce cas le nombre des nombres naturels 
h=p = °-' qui entrent en consideration est donc =p%”"* et ce 
résultat est évident dans le cas of a est <(s,+1)y—26—1. Comme 
p’ divise D,, le nombre des h, qui entrent en considération, est donc 
inférieur A c,4p%”, d’ou il suit que le nombre des y en question est 
inférieur a c,3¢14p"/+t! et le lemme est démontré. 


Lemme 4: Si s est l'exposant caractéristique du polynéme non- 
constant y(y), le nombre N(g) de solutions de la congruence 


wag (mod. p*) So 2 Oo & f %) a (11) 
sot 1 pee | 
est inférieur a la fois a Cape wef a ciep *327,et on a 
a Sele 


oe fn 


Remarque: La relation 


p&% 
x N(g)=p* 


ga) 


est évidente, mais il est assez curieux que la somme ne change pas 


s+2 


d’ordre de grandeur, si l’exposant 1 est remplacé par l'exposant oan 


qui est plus grand. 


Démonstration: Dans le cas particulier ot yw (y) est linéaire, le 
nombre de solutions de (11) est < cig et les assertions sont évidentes. 
Nous pouvons donc supposer que le degré effectif k du polynéme y (y) 
soit supérieur a 1. Ecrivons y” (y) sous la forme (8). Il existe / couples 
de polynoémes u, (y) et v,(y) A=1,...,2) a coefficients entiers tels que 


i) Allene (Eg) = Dye cosa rican aie 


et ot D, est un entier constant #0 dépendant uniquement du choix 
des polynémes y et fi. 
Le nombre de solutions y de (11) telles que 


l Ss 
Piy)= IE Wy 
contienne au plus autant de facteurs p que D—D)j'... Dy! est d’aprés 
le lemme 1 inférieur 4 c,o, de sorte qu'il suffit de considérer au lieu de 
N (g) le nombre de solutions y de (11), telles que F(y) contienne plus 
de facteurs p que D. A chacune de ces solutions y correspond au moins 
un 24(1=A=J) tel que fi (y) soit divisible par plus de facteurs p que 
D,. Il suffit donc de considérer les solutions y de (11) telles que f, (y) 
soit divisible par plus de facteurs p que D,; en effet, on peut échanger 
les polynémes f; (y). Comme le nombre des solutions de (11) telles que 


fi (y) soit divisible par p* est inférieur A coo, il suffit en vertu dé s,;=s 
de démontrer 


s4%+1 
ING) <GCye pee N’(g) Le irscd) pen Le) 
et 
a 8, +2 


SS Ns (g) ee, p%, 


g=1 
ot N’(g) désigne le nombre des solutions y de (11), telles que le nombre 
de facteurs p figurant dans f,(y) est d’une part plus petit que a et 


d’autre part plus grand que le nombre de facteurs p figurant dans D,. 
Par conséquent on a 


N’ (g) = 27 N, (9), 


ou 2, est étendu aux nombres naturels y <a tels que p’ ne divise pas 


Sy ®) 


D, et ot N,(g) est le nombre des nombres naturels y = p* vérifiant (9). 
Le lemme 3 nous apprend donc 


IN (Oi Scop Pawel <Cya pts Om ee vs 1(13) 
d’ot il suit 


2 AG ) ay Pp =F Cos 2S par 


= ed pees 
saa s+] 


eps ieee stat 
GA a—| s,a+1 

—1]— =a— = 
: at | © 3-1 941 
= a—l ssatl 


a—1 
ale eg | eeeg 


et la premiére des inégalités (12) est donc démontrée. 
La seconde des deux inégalités (12) est évidente si a<s,+3. Pour 


tout az=s,+3 ona 
= a a—|l 
ea Veils ne eran 


en effet, si a n'est pas un multiple de s,-+3, le membre de gauche est 


On a 


et 


IIA 


a—l 


méme =| 7 et si a =(s,;-+ 3) 8, ot P est entier =1, on a 
Ss} 


| a pe a) pifite|| =— 
(als eae tea oe 


En outre on a 
a—l| a 
= == ae ee 
s E Seales a=" (15) 


en effet, si a—1 n'est pas divisible par s;-+1, le membre de gauche est 


= a—2 Re ee 9 


ED ou ay Ue Spey 


en vertu de a =s,-3, et si a==(s,+1)¢C-+1, of ¢ est entier =1, ona 


a—l a = ae Palo A 
a—2 Sj & ae ‘| E ae ===1(5) + 1) g 1 Sj C E 51 = 
= 0. 


De (14) et (15) suit la seconde des deux inégalités (12). 
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L'inégalité 
lel Sh Nel 
( | ) Dy ot% al tk (a, =—0, =O, Curly 
h 


l 1 
appliquéee avec Y=. et 62?) nouspappreud 
s,+1 
jae si+2 ee pe sy t2 
2 INGce! (g) < C28 a2 Pe 2S Na (g). 
g=1 y ga if 
Le nombre des nombres naturels y =p% vérifiant la congruence 


fi(y)=9 — (mod. p’) 


est d’aprés le lemme 2 inférieur a cy p*’; comme N,(g) désigne le 
nombre des nombres naturels y = p% vérifiant (9), on a donc 


p% 
= N, (g) < co9 p* 
g= 


d’ot il suit en vertu de (13) 


Pp Goh Spy 1 
E> Nt! (g) <_ C39 jars Min (eee p nt), 


Min (u, v) désignant le plus petit des deux nombres u et v. L’expression 


ae 5 Sy +2 
pres NS OG) 
if — 
est donc 
Sey on 


y 
oo Vt 

Ever SS 2a Dp Soil Ze Cay 
ta 


Par suite le lemme est démontré. 


Mathematics. — Une inégalité relative au nombre des diviseurs. Par 
J. G. VAN DER CorpurT. 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


Dans les recherches modernes de la théorie additive des nombres se 
présentent souvent des sommes de la forme 


a 
S= 2 u(y) T(y), 
y=1 
ou X est un entier = 3, ot / est un nombre naturel et ou T(y) est =O. 
Dans ces recherches on a besoin d’une borne supérieure convenable pour 
cette somme. Le raisonnement le plus usuel est le suivant: a tout nombre 
positif « correspond un nombre c,, dépendant uniquement de « et de J, 
tel qu’on ait pour tout nombre naturel y =X 


1 é 
AC) tS? 


par suite 


Dans la théorie additive des nombres premiers cette inégalité n'a que 
peu d'intérét A cause du facteur X . C'est pourquoi je déduirai dans cet 
article, sous une condition supplémentaire, une autre borne supérieure, 


ou ce facteur X est remplacé par une puissance de x a exposant fixe; 
partout dans cet article x désigne log X. 


Proposition 1: Soit X un entier =3, 1 un nombre naturel et T (y) = 0. 
Supposons qu'il existe trois nombres A, y et 1) tel qu'on ait pour tout 


Y 
nombre naturel v = X 


x 
Se (y= A (Oe eee, ee 
yZ=0 nod. 
Dans ces conditions on a 


Sc Ax?) 


ou w désigne un nombre convenable, dépendant uniquement de l, y et 7. 

Pour un certain probléme appartenant a la théorie additive des nom-~ 
bres premiers et figurant dans un article que nous publions dans ces 
Proceedings'), M. PisoT et moi avons besoin d’une borne supérieure de ey, 


1) Voir la communication IV de notre article ,,Sur un probléme de WARING généralisé’’. 
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Le résultat indiqué ci-dessus est assez précis pour notre but, mais la 
condition (1) nous obligerait d’introduire dans la théorie additive des 
nombres premiers des conditions compliquées que nous voulons éviter. 
Heureusement on peut remplacer dans la proposition 1 la condition (1) 
par une condition beaucoup moins exigeante, comme il suit du théoréme 


suivant: 
Proposition 2: Soit X un entier =3, lun nombre naturel et T(y)=0. 
Supposons qu'il existe deux nombres A et y tels que tout nombre naturel 


EE eA a. = if 
C= pe 


Ol! Pi, P2-++,Ps désignent les facteurs premiers différents de v, vérifie 
l'inégalité 
bop Ole 
5 Twa meee) (2) 
y=1 g=1 Ps 
y — 0 (mod. v) 
ou x%(p-, a>) est =0 et ou 
ae: 
on (i+—)\ 7 
Sa ;) Wy (DyeG) “ey eenap ode (heen Caer meen) 


désigne pour tout nombre premier p une série convergente, dont la 
somme est au plus égale 4 un nombre C indépendant de p; dans le 
cas particulier v—=1 on a s—O et l'inégalité (2) veut simplement dire 


x 
que + T(y) est =A. 
yi 
Dans ces conditions on a 
SS = C2 A xe 


Oli Cc, désigne un nombre convenable, dépendant uniquement de l, de C 
et de y. 


Si les conditions de la premiére proposition sont vérifiées, les condi- 
tions du théoréme 2 sont remplies avec 


(a + 1)" 


Oe 
p< 


en vertu de t(v) (a, +1)...(a,+1); la somme de la série (3) est alors 
au plus égale a 


(Cte oot 


de sorte que la premiére proposition n’est qu’un cas particulier de la 
seconde. 


A la fin de cet article je trouverai a l'aide de la proposition 1 le 
résultat suivant: 


DAD 


Proposition 3: A tout nombre naturel | et a tout polynéme w(h) 


a coefficients entiers correspond un nombre Q, tel qu'on ait pour tout 
enner 2 ==3 


Commengons maintenant par la 


Démonstration de la proposition 2. 
Chaque nombre naturel y peut étre écrit sous la forme P,P... Ppw, 
ot P\,...,Pm sont les facteurs premiers > X” de y et ot w n'est divisible 


par aucun nombre premier > X’; le nombre m peut étre égal a zéro 
et w peut étre 1. Si w est supérieur a 1, nous po ers lécrire comme 
un produit w= v, v,...v, dentiers v, qui sont =2et=X°". Je choisis 
une décomposition de w pour laquelle n est minimum et j’appellerai ce 
nombre n, gui est défini univoquement par y et X”’, l'indice de y. Si w 
est égal a 1, j'appellerai zéro l’indice de y. 

Si le nombre y a indice positif et X” sont donnés, nous pouvons 
définir v,, v2,..,, Un univoquement, par exemple de la maniére suivante: 
v, est le plus grand entier =X’ qui répond aux conditions; si v, est 
connu, v> est le plus grand entier = X”, qui répond aux conditions, etc. 


Les facteurs v;, v2,,.-,0Un, ainsi définis univoquement par y et X’, seront 
dits les facteurs caractéristiques de y. 


S Perri iy 

Un nombre naturel posséde au plus un facteur caractéristique = X*’. 

En effet, si v,—-1 et v, par exemple étaient = X°*’, le produit v,—1v, 
serait = X” et on pourrait écrire 


Ue ea DU tee lie Cn ea) 


ce qui est en contradiction avec l’hypothése que n soit minimum. 
Gomme wl, eb sont) > Xx" ~et- comme les facteurs v7... -)¢," sont 


> X?”, sauf un au plus, on a pour chaque nombre naturel y= X 


DG = Xe et eeXe es eX, 


donc m=7~— et n=1 += . Le nombre 


- 
y 
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Nous pouvons maintenant écrire 


x 
Sa aT gy) = S eR Dc (5)) 
= 


7S 03a ee 


ou U, désigne la contribution a S des nombres naturels y= X a indice 
n. On a donc 


d'aprés les conditions du théoréme qui est A démontrer. Pour 1=n=1 +5 


on a en vertu de (4) 
ou 


ce 
>’ est étendu aux nombres naturels y=X 4 indice n, tandis que v, 
y=l 

Z 
désigne le facteur caractéristique v*™* de y. En vertu de 2=v,=X’", on 


a donc 


xX 
U»v= rr”) 3° TY), 


DES 9 SS GP Gal 


x 
ou 2” est étendu aux nombres naturels y=-X 4a indice n tels que v 
a 


soit le facteur caractéristique v*™* de y. Il suit donc de (2) 


et la relation t(v) =(a,+1)...(a,+1) nous apprend 


2S0S x7 c= 1 Po 
=) ge | g (oe 1)"x @ 2) 
p= rt (ell Pp \ 
GC 
= Aba (1+5)=Aa Te 
p= x! P pS 


a1 


ou c3 dépend uniquement de y et de C. De cette maniére nous trouvons 
Se ee jae 2 / 
De AN sie (li BE Ton a 
/ 
et la proposition 2 est démontrée. 


Pour la démonstration de la proposition 3 j'ai besoin de quelques 
lemmes. 


Lemme 1 (Proposition de M. Hua')): Si p est un nombre premier 
et st au polynome w(y) 4 coefficients entiers correspondent deux poly- 
nomes a coefficients entiers tels que u(y) y(y)+v(y)yw’(y) soit égal a 
un entier D qui ne dépend pas de y et qui n'est pas divisible par p’, 
le nombre des solutions de la congruence 


DG =O (mod. p”) 
est pour chaque P= 2y +1 indépendant de f. 


Lemme 2: Si w(y) est un polynéme irréductible a coefficients entiers, 
le nombre des solutions de la congruence 


w (y)=0 (modspr ns fen ae oe ha ot (6) 
est au plus égal a4 un nombre dépendant uniquement du choix du 
polynome yw. 


Démonstration: Comme y(y) est irréductible, il existe deux poly- 
nodmes u(y) et v(y) a coefficients entiers tels que u(y) w(y) + v(y) y’ (y) 
soit un entier constant D+ 0. 

Si p nest pas un diviseur de D, la congruence (6) a d’aprés la 
proposition de M. Hua (Lemme 1) autant de solutions que 


p(y) =0 (mod. p), 


et ce nombre de solutions est au plus égal a un nombre, dépendant 
uniquement du choix du polynéme y. 

Considérons maintenant un facteur premier p de D. II existe un 
nombre y dépendant uniquement du choix du polynéme y tel que p’ ne 
divise pas D. On peut supposer f=2y-+1 (sinon l'assertion est 
évidente), de sorte que la congruence (6) posséde d’aprés la proposition 
de M. Hua autant de solutions que la congruence 


ag) == 0 (mod. pl), 


Ce nombre de solutions est au plus égal 4 un nombre dépendant uni- 
quement du choix de y, parce que p est un facteur du nombre D qui 
est défini univoquement par ce polynéme y. 


1) LOo-KENG Hua, Journal of the London Mathematical Society, 13, 54—61 (1938) 
Comparer mon article: ,,Sur quelques systemes de congruences’, Proc. Kon. Ned. Akademie 
van Wetenschappen, Amsterdam, 42, 328—335 (1939), Indagationes Mathematicae 1, 


73—80: (1939). 
Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol, XLII, 1939. By 


ays 


Lemme 3: A tout polynome irréductible w(y) 4 coefficients entiers 
correspond un nombre w, dépendant uniquement du choix du polynéme 


y, tel que la congruence 


w (y) = (mods 0) 27 2 ay ee ea) 
posséde pour tout entier v >1 au plus 0 (v) solutions. 
Démonstration: Si nous posons 
v = pp... pam, 


Ol P}, Po+++1Pm sont les facteurs premiers différents de v, le nombre des 
solutions de (7) est égal au produit des nombres des solutions des m 
congruences 


y (y) =0 (niod, D9). eee nO) 


(u=1,...,m). D’aprés le lemme précédant le nombre des solutions de 


(8) est =2”, of w est un nombre convenable, dépendant uniquement du 
choix du polynéme y. Le nombre des solutions de (2) est donc au plus 


2°" = {(B) +1) (B+ 1)... Gn + IY =e). 


Lemme 4: Si w(y) est un polynéme irréductible a coefficients entiers, 
le nombre w indiqué dans le lemme précédant posséde la propriété que 
le nombre des nombres naturels y= Z avec (7) est pour tout nombre 
naturel Z et pour tout entier v > 1 au plus égal a 1(v) (1 +01 Z). 


Démonstration: Partageons le systéme des nombres naturels y= Z 
en moins de 1-+v~!Z systémes partiels, formés par v ou moins de v 
entiers consécutifs et appliquons le lemme précédent a chacun de ces 
systémes partiels. 


Démonstration de la proposition 3. 

La proposition 3 est évidente, si y(h) ne dépend pas de h, de sorte 
gue nous pouvons supposer que w(h) ne soit pas constant. Sans nuire 
a la généralité nous pouvons supposer que le terme du degré le plus 
élevé figurant dans y(h) posséde un coefficient positif. Dans ce cas il 
existe un nombre naturel cy, dépendant uniquement du choix du polynéme 
y(h), tel que w(h) et w’(h) soient positifs pour chaque nombre réel 
h=c,. Il suffit de démontrer pour chaque entier Z > c, 

Z 


& u(y (h))=cs Z (log Z)s 


heen 


dans cette démonstration cs,..., cj désignent des nombres convenables, 


dépendant uniquement de | et du choix du polynome yw (A). 
Nous pouvons supposer la proposition déja démontrée si y(h) est 
remplacé par un polynédme de degré moins élevé. Dans le cas particulier 


Sp: 
ou w(h) est égal a un produit y,(h) w2(h) de deux polynomes a coeffi- 
cients entiers dont les degrés sont moins élevés que celui de y(h) on a 
t (yp (h)) =e (yy (A) 2 (h)) St (yp (A) 1 (yr (A), 
d’ou il suit 
ti (p (h)) = 77 (yp, (A)) + 2! (y2 (A)) 


et on trouve, d’aprés la proposition 4 démontrer, appliqueé avec 1, (h) 
et y2(h) au lieu de w(h) et avec 21 au lieu de 1, 


Z Zz Z 

J ti) =F Ay) + F evs (h)) 
=c, Z (log Z)* + c) Z(log Z)™ 
=c, Z(log Z)". 


Nous pouvons donc supposer que le polynéme y (h) soit irréductible. 
Comme y (Ah) et wy’ (A) sont positifs pour chaque h= cy, nous avons, 
si nous posons X — y (Z), 


S dy h)= > HW) TY) 


ot T(y)=1 ou 0, selon qu’a y correspond un entier h=c, et =Z 
avec y=w(h) ou non. La somme 


= Ty) 
| 
y —0 (mod. v) 


est donc le nombre des entiers h=c, et =Z tels que w(h) soit 
divisible par v. D’aprés le lemme 4 cette somme est pour tout nombre 


naturel v inférieure a cy) t(v)(1-+v7! Z). Or, si l'on choisit v= xX", ot 
1 
o désigne le degré du polynéme y, on a 

fe nee =e, Ua eZ, 


et la proposition 1, appliquée avec A=cj9c;2Z nous donne la proposition 3. 


BT 


Mathematics. — Sur la discrépance modulo un. (Deuxiéme commu- 
nication.) Par J. G. VAN DER CorPuT et CH. PIsoT. 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


Dans cette communication, nous nous proposons de démontrer avec 
la théorie de la discrépance les résultats que l’on obtient pour la répartition 
modulo un des polynémes avec la méthode de WEYL. 

Soit 


k 
fe tirwuetnteh a eee eee 20) 


un polyndme de degré k=1 en y a coefficients réels. Nous étudierons 
la discrépance du systeéme Y formé par les nombres ¢ (1), p (2), -.., ~ (X), 
ou X est un entier supérieur a 2. 

Soit U un systéme quelconque de n nombres réels u, (v—1,...,n) 
et U* le systéme formé par les n? nombres u,—u, (v—1,...,n; o=—1,...,n); 
nous désignons par D(UW) et D(U") les discrépances des suites U et LU”. 
L'inégalité 


DU) 2. GY 4D Ue ee ee 


de M. VINOGRADOW indiquée dans la premiére communication lui a 
permis de démontrer *) que si 


1 
=e X= oh | hata ei eee) 


, 4a “eat é te : Z ; ee ‘ 
ou a désigne une fraction irréductible 4 dénominateur positif, i] cor- 


respond a tout nombre positif ¢ une constante C, telle que 


HOG E Oh he ee Ree PEAS) 


Dans la premiére note nous avons amélioré l'inégalité (21) de M. 


VINOGRADOW et avons démontré qu’ a tout nombre positif « correspond 
une constante y, telle que 


DUE) eye DET ieee ear ae | 2) 


“) VINOGRADOW, Ueber die Bruchteile eines ganzen Polynoms. Bull. Acad. Sci. U.R.S.S. 
(6) T. 20, 585—600 (1926) 
°) 


Dans cette communication les lettres C désignent toujours des constantes convenables 


dépendant uniquement de k et de «; c des constantes dépendant uniquement de k; enfin 
y des constantes dépendant uniquement de «. 
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Un raisonnement analogue a celui de M. ViINOGRADOW, utilisant l'iné- 
galité (24) nous permettra d’améliorer (23) et de montrer sous les 
hypothéses (22) 


DiYVi2Gq =. 


Nous démontrerons ici un résultat encore plus général. Les hypothéses 
(22) seront remplacées par la seule condition moins exigeante 


eee 25 


ee 
ou ag) est encore une fraction irréductible 4 dénominateur positif et ot 


t—1. Dans ces conditions on a: 
OAV Nee GN Er tp. Us Be ge (26) 
Ont (neg X iq 4-414): 


Nous démontrerons méme un résultat un peu meilleur, a savoir le suivant: 


Théoréme I: Soit 
ae y* fl 
plyJ=a ray See ate 
un polynome de degré k=1 en y 4 coefficients réels et supposons que 


a— 


a 
q 
ce) : eee ; e 3 - Ayes se 

ou — est une fraction irréductible 4 dénominateur positif et od t=1. 


La discrépance D(Y) du systéme (1), p(2),...,~(X) vérifie, pour 
tout entier X =3 et pour tout nombre positif ¢, l'inégalité : 


IDUONA (Or pe a es, we ree yt ag) 


ou x=log X et E=(t+ qX-!)(q' + X'*); V'exposant w dépend uni- 
quement de k et de «. 

L'inégalité (26) résulte toujours de (27), mais il peut se faire que (27) 
soit meilleur que (26). 

Déja l'inégalité (23) fournit une démonstration élémentaire du théoréme 
de WEYL qu'un polynéme, dont le coefficient du terme de plus haut 
degré est irrationnel, est uniformément réparti modulo un. En effet le 
nombre a est alors irrationnel et si X augmente indéfiniment on peut 
trouver des entiers q augmentant indéfiniment et vérifiant les conditions 
(22). L’inégalité (23) montre alors que D(Y) tend vers 0 si X augmente 
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indéfiniment, ce qui constitue précisément la définition du fait que le 
polynome p(y) est uniformément réparti modulo un. 

Nous montrerons encore que les résultats trouvés permettent aussi 
d’obtenir des bornes supérieures non triviales pour les sommes de WEYL. 
Nous démontrerons que pour tout systeme U formé par n nombres 
réels a, (y= 1,.s+-n) on a 


] n 
beet Ss e2 Tiny 
nm v=1 


=22D(U). 


Il en résulte en particulier le théoréme suivant: 


Théoréme II: Sous les hypothéses et avec les notations du théoréme I 
on a pour tout nombre positif « l'inégalitée: 


x 
Xa! Ss e2 779 (y) 


yal 


< Cs x” Elie) 21 * 


Nous décomposerons les démonstrations en plusieurs lemmes. Les 
lemmes 1 et 2 sont d'un intérét plus général. 


Lemme 1: Inégalité de CAUCHY généralisée: Soient a,, b,(v—=1,...,n) 
un systéme de n couples de nombres réels positifs. Pour tout nombre 
A avec 0<A<1 on a Iinégalité: 


n n A n 1-2 
yea 1 D3 a ( 53 b ; 
va il v=) 


Démonstration: Posons 5 a,=A et » b,=—B. En vertu de la 


vl y=] 


concavité de la fonction log on a pour chaque »—1,...,n l'inégalité: 


i log fy + (I~ log g log | 2 + (1—) Bt 


cest-a-dire 


En sommant ces inégalités pour »=1,...,n, on obtient au second 
membre la valeur 1 et le lemme est démontré. 


Lemme 2: Soit U,,(u=1,...,m) un systéme formé pat n, nombres 
réels et soit 


Ug Ue Ue lp 


Dom 


le systeéme des no=n,+n,+...+-n, nombres obtenu en réunissant 
les systémes U,, Uz,... .U,. Pour tout couple de nombres réels o et o 
soit (s —@—|[o—oe]+D,(0,0))n, le nombre des éléments u de la suite 
U,.(u=0,1,...,m) vérifiant les inégalités 


0=a—e—[4u—e] <s—e—[o—9]. 
Alors on a: 
ny Dy (0, 6) = ny D, (@, 0) + np D2 (Q, 0) +... +m Dn (0, 5), . (28) 


dou résulte en particulier: 
no D (Uy) =n, D(U,) +n, D(UZ)+...+n, D(U,). . . (29) 


La démonstration de ce lemme se déduit immédiatement de la définition 


des D., (e, 0). 


Lemme 3: Soit a un nombre réel vérifiant la condition (25); soit L 
un nombre naturel =X; enfin soient @ et o des nombres réels avec 

= 
OV = 0. 

Dans ces conditions le nombre Tz, des systémes d'entiers h,,...,hy-1, l 
vérifiant les relations 


O=ah,...hy_1l—o—[ah, ---hpal—el<o) 


(30) 
iP eS eee ice oe es es Un =v 
satisfait pour tout nombre positif «<1 a linégalité 
Cee Cpe Tee Gre og) gm seas et we (31) 


ou x—log X et ot l'exposant w, ne dépend que de k et de «. 


Démonstration: Nous pouvons écrire 


ou 6 est un nombre réel avec || =1. Soit u un entier non nul avec 
|u |= X*"'L. On peut poser 


hh as 


ot b est entier et ot 0’ est réel avec |6’|=1. 


Soit v un entier avec - = <a 5 , v peut donc prendre q valeurs 


entiéres consécutives. Alors 


PC Hi Oa) Sane ere De Mes 
et oyaa ee 3 of [67 =| P45, 


Die 


=1 
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Si v parcourt les q valeurs entieres considérées, av + b parcourt un 
systéme complet de restes modulo q car a est premier avec q. Le nombre 


des entiers v avec 


—Lan<% 0S tut ya—e—[u +o) a—a) <0 


est donc au plus égal au nombre d’entiers r avec 


u 
eae oes 
q qd q 


c'est-a-dire au plus A 21 +oq+1=31t+0q. 
Posons alors h,;...A,_;1=w et désignons par zt, (w) le nombre de 


systémes hy,..., hx—1,1 vérifiant cette relation. La suite 
<P Ga to) CEO bn eh 


parcourue par les entiers w contient q~! (2.X*-! L+q)<2q1(X*!L+4q) 
suites partielles, de q entiers w au plus, telles que l'on puisse poser 


w—=u+tv avec — ee) a 4 Dans une telle suite partielle on a donc 


a 2 
au plus 3t-++ oq entiers w avec 


0=aw—e—law—oe]<oa . .... . (32) 


Désignons alors par f(w) une fonction prenant la valeur 1 si w vérifie 
la relation (32) et la valeur 0 pour les autres valeurs de w. On aura ainsi: 


tw) = 2X Gi eq) (Geel xX) eo) 


et 


ou la somme > est étendue aux valeurs entiéres non nulles de w avec 
|w |= X*"L. Soit g un nombre naturel, l’inégalité de CAUCHY généra- 


lisée (lemme 1) appliquée avec jae donne: 


ThE} E(w)", $2 ewe 


w 


On a°) 
2 (t(@)) << G, Xe xa 


w 
6) Voir par exemple VAN DER CorpuT, ,,Une inégalité relative aux sommes de WEYL”. 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 42, 461 —467 (1939); et Indagationes 
Mathematicae 1, fasciculus 3 (1939) 
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ot. G, et «, ne dépendent que de k et de g. D’autre part comme f(w) 
g 


ne prend que les valeurs 0 ou 1 on a (¢(w))” ' = ¢ (w) et en vertu de (33) 


M 

2 
1 
| 


S t(w) S2X™ (31+.6q) (qb + X-). 


w w 


On obtient donc 


1 


T, << G,) X*1 Lx $(314+06q)(q> +L XH} 6 


ot G, ne dépend que de k et de g. Soit alors « un nombre positif 
arbitraire < 1, l’inégalité (31) est triviale si (37+ q) (q71+L7 X!'*) = 1. Si 


au contraire (3t-+-«q) (q7'+L—! X'*) <1, il suffira de prendre g=1 + i 


pour que l’inégalité (31) soit vérifiée. Le lemme 3 est donc démontré. 


Lemme 4: Soit a un nombre réel vérifiant la condition (25) et soit 
L un nombre naturel = X. Quels que soient les nombres réels 0 et o, 


om : ee 
avec o=0, la somme S,— étendue aux systémes d entiers h,,..., hx, 1 
/ Y 


vérifiant les relations (30) satisfait pour tout nombre positif e<\ a l'inégalité 
By SCX (Br tog lq? + XH} 


ou l'exposant w3; ne dépend que de k et de «. 


Démonstration: Pour une valeur donnée de J, le nombre des systémes 


hy,...,hx-1,l considérés est T;—Ti-1, ot T; est le nombre défini dans 
le lemme 3 et ot l’on a posé Ty) =O. Par suite 
py aries 
l f= l 


et en utilisant la sommation par parties 


1 = jks L-1 T; 
= amr 


Le lemme 3 avec / a la place de L donne 
lige AGE ee (Bae g) (quae bX 7) 5 
cest-a-dire comme /= 1 


Te As acc (Bag) gett) Xe) 
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Par conséquent 
1 i ces es 
- = oy —1 1— ls ———a 
21 Cg XE" {(37-+ oq) (q + X )} eS eal 


L 


Or 1+ D> 


1 


—_ 


Kes 
1i+1 


<1+lg L=2x et le lemme est démontré. 


iM | 


a 
q 
une fraction irréductible 4 dénominateur positif et t un nombre = 1. 
Désignons par Yn,,...,n,_, un systéme formé par les nombres ah,...hiry +P 
avec |h,| =X (x= 1,...,k—1), y parcourant une suite d'entiers consécutifs 
X',X’-+1,...,X'—1 of X’, X” et B sont des constantes dependant 
de h,,..., he, avec 022 X =X = X~ posons A Ne ee 
Pour tout nombre positif ¢ on a alors 


= Ni, Mosaics ee D OF ee) <a Cy XE x El—= 


poole =f 


Lemme 5: Soit a un nombre réel tel que |a 


ou l'exposant w, ne dépend que de k et de « et o4 &=(t-+q X“!) (qq! +X! *). 


Démonstration: Considérons d’abord la contribution des termes pour 


lesquels le produit h,...A,_; n’est pas nul. 

Il existe un entier 1,, avec 1=l,=X, dépendant de hy,..., Axi, 
tel que 

a o4 
how he ee eee 

a 

ou a est une fraction irréductible et 6; un nombre réel avec —1=6, <1. 
1 


Divisons X’—X’ par 1,, il vient: 
AX Sn l, Xs ’ 0=X,< hl. 


Partageons alors la suite X’, X’+1,...,X’+n,1,—1 en n, suites 
partielles de J, entiers consécutifs chacune. Quand l’entier y parcourt 
une telle suite partielle on a 


ee ee i 
Bi a ee at SR 


(mod 1) 


of 0O=7r,=1,—1 et ot | 0; 


= 1. L’entier r; parcourt unsystéme 


1G 


complet de restes modulo 1, car a; est premier avec l,. Le nombre 
dentiers y de cette suite partielle avec 


=| 


OSahy.. hiiy—o—|ah, 5 hay — oll oe (35) 
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est donc inférieur a o1,-+3 et par conséquent pour la suite totale 


xX’, X’+1,...,X’ +n, 1,—1 inférieur a 


ohm +3m Sohn +24. 
if 


Nous recommencons cette opération avec la suite restante. Soit de facon 
générale pour “= 2 la suite restante X’ +-nji+...-tnjp-1 La,...,X’—1 


et soit X,—= X”— X’—(n,1,+...+ nuit) le nombre d’entiers de 
cette suite. 


aS 


I] existe un entier I,,, avec re dépendant de hh, ... Ay—i, 
tel que 
Ae Pee 


ee ee 0) 


we ee : 
ou —— est une fraction irréductible et 4, un nombre réel avec —1=6,.< 1. 


'P 
Divisons X, par 1, il vient: 


=a yee On Gress ’ OX oet — l 


En 
ih 


Le raisonnement précédent montre qu'il y a moins de ol,,n, + 


entiers y vérifiant (35) dans la suite 


Xe +n, Li SP oo SS) [Wale naes xX’ +n, L, +... i at bai + Xu+i—l. 


La suite totale X’,...,X”—1 sera ainsi épuisé au bout de m opérations, 


— 


ou m= en +1]. En effet comme 1=l,= I, ne peut plus exister 
og 


ul’ 


pour des valeurs de mu dépassant ioe +1. Le nombre d’entiers y de la 


suite X’,...,X”—1 avec (35) ne dépasse donc pas la valeur 


GDS MP hape ae Oh eS i, 
ee | u=1 te 
ou l’on a posé X,—= X. La suite X’,...,X”—1 étant épuisée au bout 
de m opérations on a 
23 if Nu = X"— X’ = ING eas 
e=1 
D’autre part pour ~=2 ona 


x 


Ge < ies = au? . 
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En remplacant encore @ par 9—f/ dans la relation (35) on voit que le 
nombre des éléments du systéme Ya,,....a,_, tels que y vérifie la relation 


(35) ainsi modifiée est au plus 


J 1 1 
o Nu, AO OGH Brey = 3X (7 vk DO qn—2 elk 


Ce résultat vaut pour chaque o=0. Par suite 


1 1 1 ts 
. 6X 2 ee 
Nn, hp] DW We) q I ig, l pe oS < eA am iE 
et 
Be l 
SoG Anno hy BOG hy Nee € 2 23 nel * v (37) 
ou >, est étendu aux systémes hy,...,h,_1 tels que le produit h,;...h. FO 
et ot 3 est étendu aux systémes h,,...,A%—-1, 1, correspondants. Or 


d’aprés les relations (34) et (36) on a 


PRE, 
OK 


O Hiifen © ei aes pa 6 ee A Sad eee Tn): 


On peut donc appliquer le lemme 4 avec gp=— 2" | X-! et o=2" X-! 
et on obtient 


1 1 ‘E lt 
al hs L, 4 oi Xr xs (37 ey a) q) (q7 ie X 1k) Ye 


Il vient donc en posant 6=(t + q X~) (q7! + X!-*) 


1 1 
Re eG es eMC) Eg 
= x vs - oy 
Comme hee +1, Vinégalité (37) montre alors que la contribution 
des termes avec h,...4x1F0A S Na,...4,_,D (Yn,,...,hg_) est moindre 


Ryyew est 4 
QuerCig tk xe = 
D’autre part le nombre des systémes hy,...,hy-1 avec heed areal) 
est inférieur a c, X*-2 << C,, X*-1 x é1-*, En effet 


él-esS (qX- ; qz})i-: — X-1+e. 


Le nombre de termes Nn,...m—; dun tel systéme étant =X, la contri- 


bution des termes avec h,...h:.1:—=0 a > Nie ka aan) 
hy, 3 Ste eae ea eR aa 


est moindre que C,, X* x &!-* et le lemme est démontré. 


563 


Considérons maintenant le polynéme 
y* 
PAG) Sie ONO te ci iO 


de degré k=1 en y, 4 coefficients réels. Supposons que a vérifie la 
condition (25), Désignons, pour tout nombre naturel X= 3, par Y le 
systéme formé par les nombres (1), 7(2),...,~(X). Désignons par 


Vee ow) lea i= Let (he Xe 


le systéme formé par les nombres 


ONG Ny eat) — 4G hye. 4 Ay) 4 


| (38) 
Seo hy hs). Gy oa) 


ou les sommes 4, 5 etc. sont étendues aux combinaisons différentes 
des sommes d’entiers h; y parcourt une suite de Ny,...,, entiers consé- 


Deer 2 
cutifs tels que chaque argument y+h, +... ne prenne que des valeurs 
entiéres positives ne dépassant pas X. 


Lemme 6: Pour chaque entier x avec 0=x=k—1 et pour tout 
nombre positif € on a 


EN eee ele ea) a ao A er an a (39) 
Dh: 


hy, 4 z 


hy|X 


oi est étendu aux systémes h,,...,h, avec |h,|=X,..., 
Reutty 


et ou l'exposant ms, ne dépend que de k, de x et de «. Pour x=0, le 
membre de gauche de (39) désigne par convention le nombre X D(Y). 


Remarque: Le théoréme I s’obtient en faisant »=0 dans le lemme 6. 

Démonstration: Le lemme 6 est démontré pour x= k—1, car l’expression 
(38) peut alors étre mise sous la forme ah,...hx-1y + et le lemme 6 
se réduit alors au lemme 5. Nous supposerons donc l'inégalité (39) déja 
démontrée pour x+1=k—1 au lieu de x et nous la démontrerons 
pour x. 

Désignons par Yoon le systéme formé par les Ny,,....., differences 
des éléments de Y,,,...,., deux a deux. On a en vertu de la définition 


de. Veo 4 


hyd 
* — 
Ve NA ph a Re ee oo 
hy 4] 
ou » est étendu aux suites Yp,,...n,,1,,, pour lesquelles hy,...,h, sont 


hy +4 
fixes et ot h,+: parcourt les valeurs possibles pour les différences des 


entiers y correspondant aux éléments de Y%,....,1,. 
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L'inégalité (29) du lemme 2 donne alors: 


Ng DY, = > Ne ie Oe en 
ete Cee 
En appliquant l’inégalité (24) avec Yj,,....x, a la place de U et & <4 
a la place de « il vient 


Dy Awa ON G5 a) 1 CD (Ve eee 


+) hy 


ES Nee 
bares 


ly 


cl 


Sy See NE et Nae ee) 
pase 


Sy SNe 


hy .+ shy 


L'inégalité de CAUCHY généralisée (lemme 1) appliquée avec 4=4-+¢’ 
donne alors: 


2S IN igen saiteg LOAEY easter ah) 


hy. 


xe Ce xe yi) DS 


(Boge 


shy 


Nie, aaa 


7 


D’aprés l’inégalité (40) et l’inégalité (39) avec x+1 au lieu de x et ¢& 
au lieu de ¢ on obtient: 


ND WY, ohare ee Sele Nigh en? (an wee) me 


- ha deeheat 


pes 
Lash 


hy, « 


“~+2 We £E(1—et)2%* + 2—k y1 er 
= Ker a x6 &l eti2% i 5 
Enfin 
AL atlg (=e! —e!)(1—2¢!) 2% + 1k 
= Uae, (MOG omic (Cryo oC ‘ 
Lise ey fly 


h z 


Or (1—e’) (1—2¢) = 1—3e’ + 2¢” =1—3<’, il suffit donc de prendre 
1 


€ =7é€ pour que le lemme 6 et par conséquent aussi le théoréme I 
soient démontrés. 


Pour démontrer le théoréme II nous avons vu plus haut qu'il suffit 
de démontrer le lemme suivant: 


Lemme 7: Soit U un systéme quelconque de n nombres réels 
Lig io eee alors 


] n 
peas DS e2 tin, 
nN y= 


=22D(U). 


Démonstration: Posons e?*'* = e(A) pour tout nombre 4. Soit m un 
nombre naturel arbitraire; pour tout entier h avec O=h=m nous 


h 
désignons par & +A )) n le nombre des u, avec 


= h 
0 = it —|u,] Ke le 
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Pour 0=h=m—1, le nombre des wu, avec 


Ce ela, ee ee Al 


1 
est alors G + A\(h+1) A(n)) n. Pour un nombre u, vérifiant (41), 


, . h 
l'erreur faite en remplacant e(u,) pare & est en module inférieure a a 
m m 


En effet: 
e(w)—e(=)|=|e(>) |. e(w— 7) =e 
my | m } | m m 
Par conséquent, si l’on remplace la somme uy s e(u,) par 
ys 


> ae) (qt Ate+ A(t) a 


i 
NM R=0 


] 
on commet une erreur ne dépassant pas en module — .n.— =—. 
n m 


m—1 h 
Comme d’autre part ¥ e (n= on a 
h=0 m 


- a i) G Jari enya )) ae: G (A (hE1)—A (h)). 


h=0 


La sommation par parties, compte tenu de ce que A(0)= A(m)=0, 
transforme la derniére somme en 


= keel) (2) 


a pe i nel par suite 
ee Geo) 
al 1 -e(4) || =p (uy.m.%. 


Il en résulte donc que 


IIA 


oun 


3 | 


Bs Drea) 


nm yv=1 


22(,,+ DW). 


quel que soit le nombre naturel m. II suffit de faire augmenter indéfiniment 


m pour que le lemme 7 soit démontré. 


Mathematics. — Sur un probléme de WARING géneéralisé. III. Par 
J. G. VAN DER CorPuUT et Cu. PISOT. 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


§ 4. Cas des nombres premiers. 


Dans cette communication nous étudierons sous quelles conditions 


un systeme 


(37) 


[ils |e \ 


posséde une solution ot les y, sont des entiers dont certains ou méme 
tous sont premiers. Les nombres ¢,, by», av, Ay >0 et X=3 sont des 
entiers donnés ott a, doit étre premier avec A, si nous imposons a y, la 
condition d’étre premier; f,(y,) désigne un polyndme donné de degré 
k, = 2 en y, a coefficients entiers. Les résultats que nous allons démontrer 
maintenant complétent les théorémes de la premiére et de la deuxiéme 
communication ot: tous les y, sont des entiers quelconques. 

La démonstration sera faite a l'aide du théoréme A de VAN DER CORPUT’). 
Pour pouvoir appliquer ce théoréme nous devons étudier des systémes 


de la forme 
1 
> Baa (a (ga) — 70 (C2) ) =O (Uieert 1) ee cee t7) 


yet cs) 


| xa (ma) | SX; |ya (Ga) | Sx (Aca eel) 


ou / est un nombre naturel =n et ot la matrice 


Bhieti =e eae ee be ees 
(39) 
Dat ve Ge Fe Oey 
se déduit de la matrice 
‘Div [i eae ONS 
é ; (40) 


Dist (ie a ee 


en supprimant dans cette derniére n—I colonnes 8). 


7) VAN DER Corpurt, Propriétés additives, Acta arithmetica 3) LS 234 (1939). 

8) Les systémes (2) et (4) que nous avons étudié dans les deux premiéres communications 
jouaient le rdle du systéme (38), mais il nous semble que cette nouvelle maniére d’écrire 
soit plus claire. 
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Pour les problémes traités dans la premiére communication il suffisait 


de démontrer que le nombre N de solutions de certains systémes de la 
forme (38) vérifiait l'inégalité 


4 1 4 
EEO en Canes ae ee OR 


guel que soit le nombre positif ¢, o& C,; désigne un nombre indépendant 
de X, mais dépendant de ¢; x, désigne le degré du polynome 7,. Parmi 
les problémes que nous traiterons dans cette communication il yena 
pour lesquels les inégalités citées seraient suffisantes, mais nous ne pouvons 
pas démontrer avec ces inégalités tous les problémes que nous voulons 
aborder, par exemple le cas particulier ot nous imposons a tous les 
y, la condition d’étre premiers. C’est la raison pour laquelle nous intro- 
duisons une condition plus restrictive qui nous permet de traiter alors 
tous les problémes que nous avons en vue, a savoir la condition 


2 (Ft tae )om 
N=c.X \* Ps ae 


ot x= log X et ot cig et w; sont des nombres indépendants de X. 

Si le nombre I et les polynémes 7,,...,7%: sont donnés, nous dirons 
que la matrice (39) posséde la propriété P lorsqu’il existe des nombres 
Cig et w, indépendants de X tels que le nombre WN de solutions du 
systéme (38) correspondant vérifie l’inégalité (42) pour tout X = 3. L’iné- 
galité (42) nous permet alors d’appliquer le théoréme A dans le cas 
appelé faible, tandis que l’inégalité (41) n'est utilisable que dans le cas 
fort. Or cest le cas faible qui se présente presque toujours dans la 
théorie des nombres premiers, tandis que dans le probleme de WARING 
généralisé, ot les nombres y, sont des entiers quelconques, les conditions 
du cas fort sont remplies. 

En effet il résulte des découvertes de M. M. SIEGEL, WALFISZ et 
VINOGRADOW °) que la condition E figurant dans le théoréme A est vérifiée. 

Lorsque certains systémes de la forme (38) vérifient l’inégalité (42), le 
théoreme A nous donne une valeur approximative pour le nombre L (t) 
de représentations du systéme f=(t,...,¢m) sous la forme (37). Cette 
valeur approximative a encore la forme b Z(t) A(t) ot 6“! est le nombre 
de systémes y=(y;,..-,7m) de nombres rationnels y, avec 0O=yn< 1 
tels que les n nombres xs bu» yu soient entiers. Pour définir dans ce cas 

= 


A(t) nous remarquons qu'il existe une constante cy = 2 telle que pour 


9) C. SIEGEL, Ueber die Klassenzahl quadratischer Zahlkorper. Acta arithmetica 1, 
83—86 (1935). 
WALFISZ, Zur additiven Zahlentheorie II. Math. Zeitschrift 40, 592—607 (1936). 
VINOGRADOW, Einige allgemeine Primzahlsatze. Travaux de l'Institut Math. de 
Tbilissi 3, 35—67 (1938). 


Proc. Kon. Ned, Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 38 
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tout nombre z, = cjo chaque dérivée f; (z,) #0. Quand z, parcourt toutes 
les valeurs supérieures ou égales a cio, le nombre v, = f, (z») parcourt 
un intervalle j, et la correspondance entre un z,= Cjo et un v, de j, est 
biunivoque. 

Alors A(t) est l’expression 
Pag eek fan 
Th cay a 2} Tey Real ag 


ot II, est étendu aux indices » pour lesquels nous imposons aux entiers 
: 


y, la condition d’étre premiers, JJ, est étendu aux autres indices et 
l ; 


>, aux entiers v, de j,,...,¥, de j, tels que l'on ait 
n 
Dan Oy =e Vian Fees at) 
y= 
et 


ly | oe (prea ll earner) 


p(A,) désigne la fonction d’EULER. 
Enfin Z(t) appelé ,,facteur arithmétique’ est un produit absolument 
convergent IJ Q(p,t) étendu a tous les nombres premiers ot Q (p, f) 
P 


dépend du nombre premier p et du systéme t= (t,,...,f,). Pour donner 
des renseignements plus détaillés sur le facteur arithmétique nous parta- 
geons le systéme des entiers y, en deux familles, l’une d'elles pouvant 
étre vide. La premiére famille sera formée par les entiers y, auxquels 
nous imposons la condition d’étre premiers. Supposons d’abord qu'il 
existe une puissance p% d'un nombre premier p telle que toute solution 
du systéme 


C—O lus (mod p*) (secur) | 
a (43) 


Yv = ay (mod A,) (Vial ee eer) \ 


posséde la propriété qu’au moins un des entiers y, appartenant a la 
premiére famille soit divisible par le nombre premier p. Dans ce cas 
chague solution du systéme (37) est telle que le nombre y» au méme 
indice est divisible par p, cest a dire égal a p car il est —premier par 
hypothése. Le systéme (37) peut alors étre réduit a un autre systéme ou 
nous avons remplacé ce nombre y, par le nombre fixe p, et le nombre 
n dientiers y, est réduit d’une unité. Nous appelerons ce cas le cas 
réductible. Dans ce cas réductible le facteur arithmétique s’annule et le 
résultat obtenu 4 l'aide du théoréme A est immédiat. 

Supposons maintenant que pour tout nombre premier p et tout nombre 
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naturel a le systéme (43) posséde au moins une solution ot aucun des 


Y» appartenant a la premiére famille ne soit divisible par p. Appelons 
ce cas le cas irréductible !°). 


Aprés ces définitions nous pouvons énoncer la généralisation suivante 
du théoréme I: 
Théoréme III: Conditions: 1°. Supposons que le déterminant 


Nee ees 


| 


| bint . . . . . be 


ne soit pas nul; supposons que, pour tout nombre naturel 4=m, la 
matrice obtenue en supprimant dans la matrice 


bi; Fi . + + + . Diath 


era . ‘ . . . been ra 


la colonne d'indice 1 puisse étre partagée'') en deux matrices possédant 
chacune la propriété P (n est donc nécessairement = 2m + 1). 

2°. Supposons que a, soit premier avec A, pour chaque indice v pour 
lequel y, appartient a la premiére famille. 

3°. Supposons enfin que le systéme de relations 


> Dayton 0 Ct cay 


y=] 


CG = 0 fake Rh aeel\ 


posséde n—m solutions linéairement indépendantes ou I}, désigne le 
coefficient du terme de plus haut degré de f,(y,). 

Dans ces conditions, a chaque systéme t=(t,,...,tm) pour lequel se 
présente le cas irréductible et pour lequel le systéme 


(44) 


(o> Oy (iteeael) mort) 
v= 
est résoluble en nombre entiers v;,..,Un, correspond un certain nombre 
de systémes (y;,-.-,Yn) de nombres naturels vérifiant (37) et tels que 


les y, appartenant a la premiére famille soient des nombres premiers ; 
ce nombre de solutions croit indéfiniment avec X. 

Le facteur arithmétique est alors positif et méme compris entre deux 
bornes positives indépendantes de t. 


10) Dans la premiére communication correspondant au cas ot la premiére famille est 
vide, la condition que (12) soit résoluble pour tout nombre premier p et tout nombre 
naturel g est équivalente a la condition que le cas irréductible se présente. 

11) Nous dirons qu'une matrice By, est partagée en deux matrices Bz et Bz lorsque la 
matrice obtenue en écrivant les colonnes de B3 a la suite de celles de By reproduit la 


matrice Bz a une permutation de colonnes prés. 


38* 
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Comme nous le verrons a la fin de cette communication, la condition 
2°. qui figurera dans le théoréme IV est une condition suffisante pour 
que le cas irréductible soit réalisé. 

Si nous supposons que la premiére famille soit vide nous retrouvons 
le théoréme I. L’énoncé du théoréme I sous la forme utilisée dans la 
premiére communication pouvait preter a confusion, car nous n’y avons 
parlé que des inégalités (3) et (5) au lieu de parler, comme il aurait 
fallu, des 2m inégalités de cette nature contenues dans le théoréme III. 
La méme remarque s'applique a l’énoncé du théoréme II qui est un cas 
particulier du théoréme IV qui suivra. 

Comme dans la premiére communication, le cas ot l'on ne sait pas 
si le systéme (44) posséde n—m solutions linéairement indépendantes, 
est plus difficile, puisqu’alors on ne sait pas si les nombres ¢,,...,tn 
peuvent étre choisis fixes. La fin de cette communication nous permettra 
de démontrer le théoréme suivant, généralisation du théoréme II: 


Théoréme IV. Conditions. 1°. Supposons vérifiées les conditions 
1°, et 2°. du théoréme III; supposons que le systéme 


to 2S Bay UV, (coat eee eee rit) 
y=) 
soit résoluble en nombres entiers v,,...,U,; et que Ton puisse trouver 
deux nombres Cz) et 2 indépendants de X et de t tels que 


1 


A(t) Sg XC OS oe ee ee 5) 
OMe = Ogee 
2°. Supposons qu’a tout nombre premier p on puisse associer un 


entier =O indépendant de X et de t tel que le systéme 


Bee PX Toye Cth) (mod p?**!) (eas 
vel (46) 


— 


yy = a, (mod A,) (= eer) 
posséde une solution y =(y;,...,Yn) avec 
IT, y, A0 (mod p) 


(II, est étendu aux entiers y, de la premiére famille) et avec la propriété 
que la matrice 


A, bi fi; + . + ‘ . Ax bia fa 
A POrt/ it yee ae OD etl 
contienne au moins un déterminant d'ordre m qui ne soit pas divisible 


Dataps, 


Dans ces conditions nous obtenons la méme assertion que celle du 
théoréme III. 
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Dans le § 2 nous avions trouvé deux conditions différentes suffisantes 
pour gue linégalité (41) soit vérifiée. Nous obtiendrons aussi deux 
conditions analogues relatives a l'inégalité (42), c'est a dire des conditions 
suffisantes pour qu'une matrice posséde la propriété P. 

Dans cette communication nous ne parlons que de la premiére condition. 
Soit maintenant s(x) un nombre naturel tel que le systéme 


s(z) 


= (1a (ne) — ma (f-)) = 0 / 
a (47) 
i Na (C2) ee (le 5(2))y, 
ou x=log X, cz, et m2 étant des nombres indépendants de X, posséde 
2 
== (C= 
au plus c), X* x”: solutions pour chaque 4 pour lequel le degré du 


polyndme 7% soit exactement x; %,...,% sont les polynémes figurant 
dans le systéme (38); on a donc nécessairement [=s(x). Dans la 
communication suivante nous démontrerons!*) que 2” | est une valeur 
possible de s(x). Pour les grandes valeurs de x, M. VINOGRADOW a 
démontré que l’on pouvait prendre pour s(x) une valeur beaucoup plus 
petite; en particulier lorsque y,(7) est de la forme 7* avec x= 14, il a 
montré '3) que [} x? (log x + 2 log log x) —1] est une valeur possible 
pour s(x). 

Supposons que l'on puisse partager Ja matrice formée par les ml 
coeficients 6,2(4=—=1,....m:; 4=1,...,2) en matrices partielles de rang 
m chacune et que dans chacune de ces matrices partielles les polynomes 
aient tous un méme degré dit associé a la matrice partielle. Soit w(x) 
le nombre de matrices partielles pour lesquelles le degré associé est 
égal a x. Une condition suffisante pour que la matrice (39) posséde la 
propriété P est que l'on ait 


, (48) 


ot » est étendu aux nombres x figurant comme degré dans au moins 
rs 


un “polynome 7,(A—1,...,1). Le raisonnement figurant dans la partie 
du § 2 contenue dans la premiére communication, ot l'on a remplacé x 
par x” (w, étant le nombre cité a propos du systéme (47)), nous donne 
immédiatement la démonstration du fait que cette condition est suffisante. 
Dans la communication suivante nous étudierons la deuxiéme condition 


pour qu'une matrice posséde la propriété P. 


12) Le résultat analogue pour le § 1 suit immédiatement du lemme 3 appliqué avec 
m=1,r=k, b,,=1 (a=1,..., 2-1, « =1), tandis que les polynémes fj, ..., f; figurant 
dans (2) désignent tous le méme polynome f,. 

13) VINOGRADOW, Einige allgemeine Primzahlsatze, Travaux de l'Institut mathématique 
de Tbilissi T. III, 35—67, voir p. 50 (1938). 
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Passons maintenant 4 la démonstration que la condition 2°., figurant 
dans le théoréme IV est suffisante pour que le cas irréductible se présente. 
Le facteur arithmétique est égal a un produit infini JJ Q(p, t), qui est 
P 
étendu aux nombres premiers p et qui converge absolument et uniformé- 
ment par rapport a t. Si ¢ est le nombre des v(1 =v =n) tels que yy 
appartienne a la premiére famille, 


eed: 
ap fea) Q:(p.2) 


est égal au nombre de solutions du systéme 


et 


IT, y, #0 (mod. p). 


Pour démontrer que le cas irréductible se présente il suffit de démontrer 
que Qz:(p,t) est positif pour chaque nombre premier p et pour chaque 
nombre naturel /. Cela résulte immédiatement de la condition 2°. du 
théoréme IV dans le cas ot f est =2&-+1. Une proposition de 
VAN DER CorpuT '4) apprend que Qaz(p,t) est indépendant de / pour 
chaque P=2&+1, de sorte que Qz(p,t) est positif pour chaque 
[as Ne 

Le raisonnement utilisé a la fin du § 3 (p. 411), of nous donnons la 
démonstration du théoréme II, appliqué avec 6p =2&-+ 1, nous apprend 
gue dans la condition 2° du théoréme IV le facteur arithmétique est 


compris entre deux nombres positifs indépendants de f et le théoréme IV 
est démontré. 


'1) Proposition 3 de son article: ,,Sur quelques systemes de congruences’, Proc. Kon. 


Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 42, 328-335 (1939), 


Chemistry. — On the mobility of the saturated six- and seven-ring and 
the configuration of the cycloheptane diols 1.2. By J. BOESEKEN. 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


It may be considered well known that, as a general result of the 
researches on the influence of the polyols on the electric conductivity of 
boracic acid, the increase observed there is due to the formation of complex 
polyol boracic acids, in which the boron atom forms part of a ring of five 
or six atoms. 

According as two hydroxyl groups in the dynamic equilibrial position *) 
of the polyol are situated more favourably for the formation of this ring, 
the increase in conductivity is larger, since in the aqueous solution of 
boracic acid and polyol under for the rest comparable conditions more of 
the very strong borocomplex will be present. 

This consequence, which is of importance in determining the configura- 
tion of a large number of compounds, was first checked by aromatic 
orthodiphenols, which indeed all exerted a positive influence, in contrast 
with the meta~ and para-diphenols which all appeared to be indifferent. 

Subsequently the alicyclic polyols were examined. In complete agreement 
with the expectation all cis-cyclopentane diols 1.2 appeared to produce an 
increase, all isomeric transdiols being indifferent. 

It may be remarked that meanwhile it had been found that the common 
1 .2 glycols did not give an increase (no more than the | .3 and 1 . 4 diols) 
and that this was explained by assuming a mutually repulsive action of 
the hydroxyl groups in these diols, so that in the dynamic equilibrial 
position they could stand apart as far as possible and consequently were 
in an unfavourable position for the formation of borocomplexes. 

It was likewise demonstrated that, according as the number of vicinal 
hydroxyl groups increases, the influence on the conductivity is raised, 
which is a consequence of the previous theorem, since upon mutual 
repulsion of the hydroxyl groups in the alcohols with more than two of 
these groups these must come to lie two by two constantly more favourably 
for the formation of borocomplexes. 

The expectation that in the cis-cyclopentane diols 1.2 the hydroxyl 


*) We assume that the atoms and groups of atoms of the molecules in liquid or 
dissolved condition are in constant motion, rotating round the single bonds as axes. 
Owing to repulsive and attractive forces there will be favoured positions, thus causing the 
movements to acquire the character of oscillations. These favoured positions I have called 


“dynamic equilibrial positions’, 


D14. 


groups take a favourable position was based on the hypothesis of 
Van 't HoFF concerning the constant valency angles of 109°28’ of the 
carbon atom. The five atoms of the ring will then form a regular five-ring 
with a small tension. By the ring-closure the intermolecular movements 
are very strongly inhibited and the hydroxyl groups are retained in a fixed 
position. For the cis-diol 1.2 this is favourable for the formation of the 
borocomplex. 

In the case of the cyclohexane diols 1.2 neither with the cis-diol 1.2 
nor with the trans-isomer increases in conductivity were stated. With 
regard to the material already collected at that time, it could be concluded 
that likewise in the cis-diol the hydroxyl groups are not situated favourably 
for the formation of the boron-containing five-ring 1). 

If Von BAyeEr’s opinion that the six atoms of the saturated six-ring lie 
in the same plane were correct, this behaviour would be incomprehensible. 
In that case there would have to be a higher tension in this-ring than in 
the five-ring; the two hydroxyl groups would have to be still more strongly 
fixed to their places and the formation of the borocomplex would have to 
take place even more easily. 

This not being the case, the two hydroxyl groups appear to lie further 
apart; consequently they may respond to the tendency of mutual repulsion, 
which is only possible if the six C-atoms do not form a tense flat ring, 
but have another position with respect to each other. 

In order to explain this possibility, I] have assumed that the ring has 
become more supple (l.c.). On the ground of the theory of SACHSE, who 
retaining the valency angle of 109°28’ showed that the six-ring may 
assume several different positions, one of which, the chair position, is 
characterized by the fact that it has to trespass an energy threshold in 
order to pass into a series of other positions which may gradually change 
into one another, none of these configurations may be so stable that the 
molecule — at any rate in liquid or gaseous condition — is fixed, for if 
this were the case, a number of stereo-isomers would be possible, which 
have never been found. . 

The suppleness of the six-ring, therefore, is necessary and then the 
vicinal hydroxyl groups in the dynamic equilibrium of these rings may 
diverge so far that the formation of a boro-complex is difficult. 

The suppleness of the ring was now further demonstrated by means of 
the acetone method of Cur. vAN Loon 2). The latter had proved that the 
cis-cyclopentane diols with acetone yielded cyclic ethers and had pointed 
out that the study of the formation of these acetone-ethers might form a 
welcome amplification of the boracic acid method. By applying this method 
to cyclohexane diols 1.2, DERx 3) found that the cis-diol easily yielded an 


1) J. BOESEKEN and J. VAN GIFFEN, Rec. Trav. chim., 39, 185 (1920). 
2) CHR. VAN LOON, Dissertation Delft 1919, 
3) H. D. DErx, Rec. Trav. chim., 41, 312 (1922). 
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acetone compound, which is not possible unless the hydroxyl groups may 
be placed in a position favourable to the formation of this ether (the trans- 
diol, as was expected, did not enter into reaction). 

On the other hand HERMANS ¢) in his studies on the equilibria: 


Polyol + acetone = cyclic acetal + water 


found that this equilibrium in the cis-cyclohexane diol lay far to the left, 
indicating that in the dynamic equilibrial position the hydroxyl groups lie 
indeed unfavourably for this acetal formation, in agreement with the 
absence of an increase in conductivity of boracic acid. 

However, the examination of the cycloheptane diols 1.2, likewise by 
DERX (l.c.), caused a surprise. The cis-diol as well as the trans-diol 
yielded a cyclic acetal and both caused an increase in conductivity of the 
boracic acid. 

By means of atom-models, DERx demonstrated that in the trans-diol the 
hydroxyl groups bound to vicinal carbon atoms may come to lie rather 
favourably for the formation of cyclic acetals with acetone, in contrast 
with the trans-cyclohexane diol, where in all possible positions they lie 
unfavourably. The preparation of this compound, therefore, is conceivable 
and at the time was of great importance, being the first example of the 
trans-binding of two saturated rings with two vicinal common carbon atoms 
and producing tangible evidence of SACHSE’s hypothesis that the atoms of 
rings with more than five atoms do not lie in the same plane. The positive 
effect on boraric acid, however, was unexpected and for the time being 
inexplicable. 

If we assume, namely, that the six-ring is pliable and makes rhythmical 
movements, this hypothesis, if it has any value at all, must be no less 
applicable to the seven-ring. The general hypothesis of mutual repulsion of 
the hydroxyl groups must apply here as well. 

Owing to these two conditions, by which the hydroxy] groups, responding 
to the repulsion, may assume a position as unfavourable as possible, we 
may neither of the trans-diol nor of the cis-diol expect an increase in the 
conductivity of boracic acid. 

In these considerations, therefore, something must have been overlooked. 
Already in 1922 DERx (l.c. p. 330) pointed out that the negative behaviour 
of the cis-cyclohexane diol might be explained by the fact that the molecule 
is almost completely in the chair position, in which the hydroxyl groups 
lie unfavourably. I shall revert to this later on and will merely observe here 
that this assumption in itself is at variance with the absence of a number 
of stereo-isomers which would have to be the result of the rigid condition 
of the six-ring (see above). Besides, the behaviour of the trans-cyclo- 
heptane diol remains unexplained, here being only a very small region 
where the hydroxyl groups are in a moderately favourable position and 


4) P. H. HERMANS, Z. f. phys. Chem., 113, 337—384 (1924). 
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where they would be very rarely, owing to the mutual repulsion. Moreover, 
for ring-systems we should have to introduce an auxiliary hypothesis, viz. 
that these hydroxyl groups cannot lie so unfavourably as in the non-cyclic 
compounds. 

In an interesting paper P. H. HERMANS and Cur. J. Maan 5) recently 
published a sterical analysis of the saturated six-~ and seven-ring and of 
the two cycloheptane diols 1.2. For this purpose they made use of the 
accurate data on the atomic distances C—C, C—H and C—O; the obtained 
results were explained with the aid of the STUART atom-models, Probably 
for the sake of clearness, they assumed a chair- and bed-position in the 
seven-ring; it should however be emphasized that a chair position, as found 
by SACHSE in the six-ring and distinguished from the other possible 
positions by the fact that the molecule has to trespass an energy threshold 
in order to attain the bed position, does not exist in the seven-ring. All 
possible positions may gradually change into one another. 

In their calculations HERMANS and MAAN. found that by the intra- 
molecular movements of the six-ring and particularly of the cyclohexane 
diols a sufficiently large space is left for the hydrogen atoms and for the 
hydroxyl groups. In the seven-ring this space appeared to be not sufficient; 
for the H-atoms on the C-atoms 1 and 4 (2 and 5 or 3 and 6 resp.) in 
most of the possible positions of the molecule no sufficient space was 
available and this was even more the case if one of the H-atoms was 
replaced by a hydroxyl group, as in the cycloheptane diols. 

It was found that there was only a very small region (see table II, p. 651 
between b’ and c’), where this sterical inhibition did not occur and that in 
this small strip lie the positions (3’.4 trans and 6’.7 trans resp.) where 
two vicinal trans-placed hydroxyl groups are lying moderately favourably 
towards boracic acid. 

HERMANS and MAAN considered this fact a perfectly satisfactory 
explanation of the positive influence of the trans-diol on the conductivity 
of the boracic acid, since it may be expected that this free region will be 
occupied by preference by the molecule. 

Without further considerations, however, the behaviour of the cis- 
cycloheptane diol 1 .2 remains inexplicable, the position of the vicinal cis- 
placed hydroxyl groups in the inhibition-free area being unfavourable. 

The elaborate investigation on the borocomplexes does not leave any 
doubt that the increase in conductivity is a measure for the position of the 
hydroxyl groups in space. The fact of this positive influence, exerted by 
the cis-diol, proves that in the dynamic equilibrial position it forms fairly 
easily a borocomplex (A... = 161) and that consequently the molecule 
cannot be situated entirely in the inhibition-free region. This implies that 
the sterical disturbances cannot prevent the intramolecular movements but 
at most can retard them. As a matter of course this applies as well to the 


5) P. H. HERMANS and CHR. J. MAAN, Rec. Trav. chim., 57, 643—652 (1938). 
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movements of the trans-diol, but in the extensive area of motion the cis-diol 
finds two very favourable positions (see Table I, 4.5 config. e; and Table 
II, 4.5 config. a’) for the formation of borocomplexes and besides a 
moderately favourable position (Table I, 4.5 config. e), the trans-diol 
there finding nothing but unfavourable positions. 

For both isomers the inhibition-free area will have a certain preference, 
but considering the fact that the intramolecular movements are only 
retarded and that the region favourable to the cis-diol is very extensive, 
there may be a good deal of borocomplex present in the dynamic equilibrial 
position. 

This more precise description of the mobility of the seven-ring requires 
an amplification of the simple statement of the negative behaviour of cis- 
cyclohexane diol 1 . 2. 

According to the calculations by HERMANS and MAAN no sterical inhibi- 
tions may be expected here (see above). In the region of the bed positions, 
just as in the cycloheptane diol, two very favourable positions of the 
hydroxyl groups for the formation of the borocomplexes occur. Although 
there is not a separate moderately favourable area, yet in the cis-cyclo- 
hexane diol 1.2 a probably small increase of the conductivity of boracic 
acid might be expected. 

The original explanation of the negative behaviour of the cis-cyclohexane 
diol was based upon the mutual repulsion of the hydroxyl groups, so that 
they were able to lie as far apart as is the case in the non-ring-shaped 
1.2 glycols and, as we have seen above, on this the expectation was 
founded that the cycloheptane diols do not exert any influence either on 
the conductivity of boracic acid. 

In non-ring-shaped glycols there is only one very favourable position of 
the hydroxyl groups; in the cis-diols of the six- and seven-ring there are 
two and in my opinion this is the main reason why the cis-cycloheptane 
diol, in spite of the inhibitions (see below) in the dynamic equilibrial 
position yet fairly easily forms borocomplexes, just as, as was explained 
above, we should expect a, probably small, positive influence of the cis- 
cyclohexane diol on the boracic acid, particularly since the passage- 
disturbances do not occur in this six-ring. 

However, in contrast with the seven-ring, the latter molecule may 
assume a tension-free, energetically very peculiar position, from which it 
can only pass into the other tension-free conditions by trespassing an 
energy threshold. This, the chair position, will undoubtedly be taken by 
preference and, since the hydroxyl groups in this position lie as far apart 
as possible, this particular minimum of potential energy coincides with the 
configuration which the molecule, owing to the mutual repulsion of the 
hydroxyl groups, tends to assume. 

In the cyclohexane itself this preference is less pronounced; the inter- 
ference-spectrum of the electron rays passing through the dilute vapour 
(R. WieRL, Ann. der Physik I p. 1) consisted of two sharp lines, cor- 
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responding with the constant atomic distances of the vicinal C-atoms: 
+°1.53A and of those at 1.3 (2.4 and 3.5 respi)s2e 2.5 Ay which 
distances during all movements of the six-ring indeed remain constant; the 
third line, corresponding with the distances between the C-atoms leeds; 
2.5 and 3.6, was vague, indicating that these distances were not constant, 
as could be expected in a succession of chair and bed positions. For 
cyclopentane two sharp images were observed at + 1.53 and 2.5 A and 
for benzene three on the calculated distances for the aromatic C—C-bond 
1.39, 2 X 1.39 Cos 30° and 2 X 1.39 A. 

Recapitulating we may say the following: 

Parts of molecules (atoms) may rotate round the bonds as axes. 

By mutual repulsion of equal groups (e.g. hydroxyl groups) favoured 
positions are formed, owing to which fact the movements acquire the 
character of oscillations round those positions as points of oscillation. 

In the non-cyclic diols (in general) this point of oscillation has an 
unfavourable position for the formation of borocomplexes and among the 
other possible positions there is only one which is highly favourable for 
this purpose. 

In the cyclopentane diols the rotating movement is almost entirely (but 
not completely) stopped, owing to the ring-closure; consequently . the 
amplitudes of the oscillations of the hydroxyl groups have become small 
and in the cis-diols these remain favourable to the formation of boro- 
complexes; in the trans-diols very unfavourable for that purpose. 

In the cyclohexane diols the rotating movement has indeed decreased, 
owing to the ring-closure, but the groups bound to the C-atoms can describe 
fairly large tracts. 

In the trans-diols, however, the hydroxyl groups remain constantly very 
unfavourable to the formation of borocomplexes; in the cis-diols the 
hydroxyl groups pass two very favourable positions. 

The H-atoms and OH-groups have sufficient space to pass each other; 
however, in the six-ring one position occurs which is characterized by the 
fact that the molecule has to trespass an energy threshold in order to pass 
into other tension-free positions. From the negative behaviour towards 
boracic acid we may conclude that the inhibition caused by the energetic 
condition in the six-ring must be of greater importance than the inhibition 
caused by lack of space (ie. sterical conditions) in the seven-ring (see 
below). 

With regard to the latter we observe that the binding axes must have 
some space to move, so that the angle of 109°28’ may somewhat vary. This 
is apparent in the first place from the possibility of substances such as 
camphane and isocamphane and their derivatives, which consist of two 
five-rings with three common C-atoms. Of the two five-rings the carbon 
atoms cannot be situated in one plane, since the angles 6-1-2 and 5-4-3 
cannot be — 0°. 


In these molecules there is a struggle between the mentioned angles, 
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which try to become 109°28’ but do not reach that figure, and the C-atoms 
of the five-ring which try to extend in one plane since the angles between 
their affinities likewise try to become 109°28’ and do not attain this either. 

For the further considerations on the suppleness of the saturated five- 
ring I refer to an investigation on the cyclic hydroxy acids 6). This kind 
of suppleness will exist in the larger rings as well and then it is evident that 
the effect of the varying affinity angle will be greater in a ring with seven 
atoms than in one of five. 

The greater possibility of moving in the six-ring, however, must then be 
powerfully counteracted by energy conditions in the chair position (see 
above). 

There are a number of observations which confirm the favouring of this 
position of a six-ring. As in the cis-cyclohexane diol this will take place 
particularly if the taking of this position is supported by mutual repulsion 
of equal groups. The dipole momentum of trans 1 .4 dichloride and trans 
1.4 dibromide cyclohexane is 0, which is only to be expected when the 
molecules are almost entirely in the chair position. Similarly the dipole 
momentum of dioxane hardly differs from 0 and consequently this molecule 
is for the greater part in the chair position. 

In this favoured position the hydroxyl groups in the cis-cyclohexane diol 
lie as far apart as possible (as they tend to do by mutual repulsion) and 
very unfavourably for the formation of borocomplexes. 

In the cycloheptane diols the rotating movements are still less inhibited 
and the area through which the groups of atoms may pass is still larger. 
Moreover, there is no position which is favoured by its energy conditions. 
In the trans-diol the vicinal hydroxyl groups may take a position which is 
moderately favourable to the formation of a borocomplex; in the cis-diol 
there is a large region with two very favourable positions and one modera- 
tely favourable position of the vicinal hydroxyl groups for the formation 
of a borocomplex. 

In the seven-ring the atoms and groups of atoms in the greater part of 
the area of motion have not sufficient space to pass each other; there is 
only a small region for the diols, where they can lie freely. This will be a 
favoured region but, though the sterical disturbances may retard the intra- 
molecular movements, they cannot prevent them and the inhibitions are less 
radical than those caused by the energetic conditions in the six-ring. In 
this small favoured region lies the sole moderately favourable position of 
the hydroxyl groups in the trans-diol. In the cis-diol this region is un- 
favourable for the formation of the borocomplexes, but on the other hand, 
in the remainder of the region the hydroxyl groups are situated particularly 
favourably, whereas for the trans-diol in the whole further area of motion 


no favourably situated transpositions occur, 


6) J, BOESEKEN, G. SLOorF, J. M. HOEFFELMANN and H. E. Hirscu, Rec. Trav. 
chim., 52, 881—894 (1932) and J. BOESEKEN, Rec. Trav. chim., 54, 101 (1934). 
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In the light of these considerations and of the sterical analysis of 
HERMANS and Maan, who after a correspondence on the subject agree 
with these explanations, the observed behaviour of all diols towards boracic 
acid and acetone may consequently now be explained very satisfactorily. 

The fundamental hypotheses, 19. of the constant rhythmical intra- 
molecular movements and 29. of the mutual repulsion of the hydroxyl 


groups, may be maintained unaltered. 


Delft, June 1939. 


Botany. — Analysis and Integration of various auxin effects. I. Bij F..W. 
WEnT. (California Institute of Technology.) 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


Three years ago the writer tried to analyze the action of auxin on 
different developmental processes in terms of a number of elementary 
reactions (WENT 1936). It was assumed that in root formation, growth, 
cambial activity, etc., the auxin not only reacted with specific other growth 
factors, named calines (WENT 1938), but that the auxin also conditioned 
the distribution of these calines. By consistent application of these two 
principles most auxin phenomena lined up nicely in a general picture. 
Nevertheless this theory of a multiple action of auxin had to cope with 
many difficulties. In the first place very few experiments were available to 
test the theory. And in the second place there were some rival theories, 
each accounting for some of the known facts. One of those, most clearly 
expressed by FITTING (1936), and adopted by BoySEN-JENSEN (1938), 
Avery (1938) and HitcHcock and ZIMMERMAN (1938) was that auxin 
was a stimulant” for the cell, which practically precluded further analysis, 
Another theory of THIMANN (1935) was that auxin took part in one master 
reaction, which then led to either growth, or root formation, or bud 
inhibition, etc. THIMANN’s main point was, that any substance which was 
found to cause growth by cell elongation also induced root formation or 
inhibited lateral growth. During the last three years many facts bearing on 
these theories have been collected and the theory of multiple auxin action 
has proven to be very fruitful as a working hypothesis. The author's recent 
papers, all dealing with different aspects of the growth problem in general, 
could not be published together. This review is intended to integrate these 
separate papers, to serve as their general discussion. For the experimental 
evidence on which this discussion is based, the reader is referred to the 
individual papers. The following subjects will be treated. On the one hand 
considerable data were collected on the existence of calines (WENT 1938, 
1938a, BOUILLENNE 1938, BONNER, HAAGEN-SMIT and WENT 1939). On 
the other hand it was possible to differentiate each of the developmental 
processes studied (growth by cell elongation, 1939c, the pea test 19396, 
bud inhibition 1939a and root formation 1939) in a chain of at least two 
successive reactions. And thirdly it was found, that not all substances active 
in one reaction could take part in other reactions. Lastly extremely inter- 
esting facts were published (D. BONNER 1938) substantiating and enlarging 
the experimental evidence, that in the growth reaction a stoichiometrical 
relationship exists between the applied growth substance and the resulting 
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growth. One by one these points will be taken up, and finally it will be 
shown that they fit into the theory of multiple auxin action. 


1. The existence of calines. 


When in peas, grown for a week in a darkroom, the stem is cut off 
above the cotyledons, and placed in different nutrient solutions, growth in 
length, development of leaves or of stipules is completely suspended 
(WENT 1938, 19382). So far it has not been possible to substitute the 
factors necessary for growth in length, coming from root system and 
cotyledons by substances added to the nutrient solutions, so that it is not 
likely that these substances are identical with the simpler nutrients. Another 
reason for assuming that the lacking growth factors are not simple nutrients 
lies in the fact, that cutting off cotyledons or roots differentially affected 
growth, swellings upon auxin application and root formation. Still better 
arguments for the existence of a number of specifically different growth 
factors for leaf growth, stipule growth and growth in length were furnished 
by experiments, in which the tops of one variety of peas were grafted on a 
series of other varieties (WENT 1938a). Leaf growth was shown to be 
independent of stipule growth or growth in length, and also the latter two 
were not correlated. The best argument, however, lies in the demonstration 
that different plant organs require different sets of factors for growth. 
Roots can be grown indefinitely in a medium containing inorganic salts, 
sugar, vitamin B, and nicotinic acid (ADDICOTT and BONNER 1938) or 
vitamin B, (ROBBINS and SCHMIDT 1939). In such a medium excised buds 
will grow but little (BONNER and AxTMAN 1937). Leaves require a com- 
pletely different set of factors (BONNER, HAAGEN-SMIT and WENT 1939, 
BONNER and HAAGEN-SMIT 1939). 

Therefore, we must conclude, that if auxin affects different develop- 
mental processes, in each case it does so in combination with a different 
set of factors. The specificity is by definition due to the specificity of the 
calines, If now we get even in the same organ a different response to 
auxin under different conditions (e.g. swellings and root formation in 
stems (WENT 1938) ), this must be due to variations in the caline content, 


2. Different approaches to the analysis of the action of auxin. 


WENT and THIMANN (1937) have pointed out two general lines of 
approach, the first being a physiological analysis, the second a chemical 
analysis of the action of auxin. An example of the chemical analysis, which 
uses the specific structure of the growth promoting substances as a starting 
point was stated by KoEPFLI, THIMANN and WENT (1938). Davip BONNER 
(1938) has started an investigation taking into account the physical 
properties of these substances in relation with their activity. 

The physiological analysis may be divided again in two groups. The 
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first is concerned with the ultimate changes due to auxin which can be 
measured in physical or chemical properties of the cell, such as plasticity 
and elasticity of the cell wall (see discussion in WENT and THIMANN 
1937), osmotic pressure, cell sap constituents, etc. From these ultimately 
measurable effects the analysis is pushed forward towards earlier phases 
in the chain of reactions, starting with the first reaction of auxin and 
ending with growth or any other auxin induced phenomenon. 

The following discussion is concerned with the second type of physiolo- 
gical analysis, which tries to identify the first reaction in which auxin is 
involved, and thus starts at the other end of the reaction chain. In 4 
different cases a successful start in this direction has been made. 


3. The effect of auxin in the pea test. 


The effect of auxin in the pea test has been resolved in a chain of two 
successive reactions. As published before, the pea test consists of the 
inward curvature of longitudinally split stems of etiolated pea seedlings 
due to increased growth of the outer tissues when placed in auxin solutions. 
The details of the differential response of inside and outside are complex 
(WENT 19396), but it is sufficient to know that the response is due to a 
definite growth reaction. It was now found that the actual growth reaction 
can be brought about by a much lower indole acetic acid concentration than 
was apparent in the earlier experiments. This is due to the fact that the 
indole acetic acid has to take part in two definite reactions, of which the 
first one requires a much higher concentration than the second. Since it 
was possible to make the first — the preparatory reaction — take place 
with certain substances (hemi-auxins) which do not influence the second 
or growth reaction proper, this second reaction could be studied indepen- 
dent of the preparatory reaction. It was also found that with substances 
which are slow in inducing the growth reaction a clear separation in time 
of the two reactions as carried out by the same substance was possible. 
With pheny] acetic acid in the first two hours only the preparatory reaction 
is induced, and from the third hour on the growth reaction occurs too. A 
further difference between the two reactions, which together lead towards 
the pea test curvatures was found in their pH sensitivity; the preparatory 
reaction being independent of pH, the growth reaction occurring in acid 
medium. 

A few important conclusions can be drawn from these facts as far as the 
mechanism of the growth in the pea test is concerned. In the first place it 
shows that the reactions leading towards growth are complex, and that 
no single master reaction is responsible for it. But more important is the 
fact, that the action of the auxins in this process is dual. Therefore a 
substance must possess at least two sets of properties to show activity in 
the pea test. The first set must enable it to take part in the preparatory 
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reaction, the second set is required for the growth reaction proper. And as 
a general requirement such a substance must possess those properties which 
will allow it to enter the plant and the cells unaltered. The third conclusion 
is that there are conditions under which the growth reaction will not show 
up since the preparatory reaction was limiting. This is actually the case 
with very low indole acetic acid concentrations (e.g., 0.1 mg. per I. water 
and lower). This is interesting since the pea test requires higher concen~ 
trations of indole acetic acid than the Avena test. But this is mainly due 
to the fact that under the conditions of the Avena test the preparatory 
reaction does not limit the growth reaction. And the growth reaction proper 
in the pea test responds to the same low auxin concentrations as the 
Avena test. 


4. The evidence for a dual effect of auxin in Avena coleoptile growth. 


As mentioned above in the growth reaction measured by the Avena 
test a preparatory reaction does not seem to be involved, and the induced 
growth seems a simple reaction, Still a number of observations (e.g. WENT 
1935) led already to the conclusion that auxin not only caused growth, 
but high concentrations also increased the maximal growth response, which 
was taken to mean that auxin increased the available food factor supply. 
Recently (WENT 1939c) the latter point could be definitely established by 
using hemi-auxins. When y phenyl butyric acid is applied to the tip of the 
coleoptile, especially near the tip, it increases the response to subsequently 
applied indole acetic acid. This could be shown when the latter substance 
was unilaterally applied, since the curvatures were 2—3 times as large 
when y phenyl butyric acid had been put on the tip for 2—3 hours before 
decapitation. But also when the coleoptiles thus treated were cut into short 
sections, and the growth of these cylinders was measured when immersed 
in a sugar and auxin solution, the increased response was clearly evident. 
When phenyl acetic acid was used, the effect of pre-treatment. was also 
clearly pronounced, but with indole acetic acid the effects were less clear, 
and only indirectly or in special cases could the increase in responsiveness 
be seen. Thus with substances without or with slow growth activity it could 
be established that in Avena coleoptiles the growth reaction may be 
preceded by a facilitation reaction, which increases the response of the 
cells to a subsequent auxin application. This reaction is in many ways 
distinct from the growth reaction proper, just as in the pea test, and in 
the coleoptile occurs even with the relatively low auxin concentrations 
which are naturally present in the growing plant. This fact made it more 
difficult to establish the double function of auxin in ordinary cell elonga~ 
tion. In this case it also could be made very probable, that this facilitation 
or preparatory reaction actually is a transport of “food factor” towards the 
regions where auxin is applied, this “food factor’ being distinct from sugar. 
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5. The explanation of bud inhibition on the basis of the dual 


effect of auxin on growth. 


In the preceding paragraph the experiments mentioned only involved 
the growth of the Avena coleoptiles. A few experiments were performed 
on the elongation of the main stems of etiolated peas which led to the same 
conclusion (WENT 1939c). Therefore it is reasonable to assume that for 
cell elongation everywhere auxin takes part in two distinct and separate 
reactions. Also for the pea test this was shown (section 3). 

Now we know that in lateral bud growth auxin also acts in two ways. 
In the first place, as long as it is produced by the apical bud, it inhibits the 
lateral buds, But once the laterals are growing, auxin is required for their 
elongation. This double action has been explained in different ways, e.g. 
by assuming that the different reactions were due to different concentra- 
tions of the auxin (THIMANN 1937). This view could be disproven (VAN 
OVERBEEK 1938, FERMAN 1938) since under experimental conditions bud 
inhibition occurred at the same auxin concentrations where bud growth 
could take place. The experiments in the preceding sections, however, 
suggest that by differentiating between the two auxin reactions a ready 
explanation of bud inhibition by auxin can be found. If auxin causes the 
upward movement of other growth factors, essential for stem elongation 
(see section 1), towards the region of auxin production, as was shown in 
the previous section, and if the supply of these other growth factors is 
limited (see WENT 1938), then we can easily conceive a condition in which 
all these factors move towards the growing apical bud, leaving the lateral 
bud without further supply of them. The direct experiment to test this 
explanation was very positive (WENT 1939a). When an etiolated pea 
stem is decapitated about 20 mm above a lateral bud, this bud will start 
to grow out immediately. But if a low auxin concentration (1 part indole 
acetic acid in 20.000 parts lanolin) is applied to the cut surface of the main 
stem, the lateral bud will be inhibited. Simultaneously with this inhibition 
it was experimentally determined that an accumulation of bud growth 
factors had occurred in the main stem just below the applied auxin, and 
above the lateral bud. This shows that auxin, by directing the bud growth 
factor flow towards its place of application, decreases the growth of lateral 
buds, or deflects these bud growth factors from them. Therefore, by its 
facilitation reaction, auxin increases growth of the regions just below its 
place of production, and inhibits growth of all regions further away from 
it, which leads either to the growth inhibition described for the lower 
regions of the Avena coleoptile (WENT 1939c) or to lateral bud inhibition. 
This explanation does not exclude further contributing factors to bud 
inhibition, but it gives a satisfactory explanation of the dual effect of auxin 
on bud growth based on direct experiments. The inhibition is mainly due 
to the preparatory reaction of the auxin, and it is interesting to note that 
some hemi-auxins like y phenyl butyric acid actually cause bud inhibition 
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(see also VAN OVERBEEK 1938), although they are unable to take part in 


the growth reaction proper. 


6. The dual effect of auxin on root formation. 


In the three preceding sections it was shown that for different types of 
growth by cell elongation which depend on auxin the latter takes part in 
two successive reactions, which can be differentiated in time, pH sensitivity 
and required auxin concentration. It even has been found that certain 
substances, for which the common name hemi-auxins is used, induce the 
first reaction only without affecting the growth reaction proper. Now it is 
known that many of the auxins not only cause cell elongation, but also are 
involved in inducing root formation. Since the latter phenomenon is a 
typical “organization”, involving differentiation of tissues and initiation of 
organ primordia, it was questionable whether the same rules would hold 
as for the effect of auxin on cell elongation. An examination was made as 
to whether auxin takes part also in two reactions leading towards root 
formation. It was found (WENT 1939) in fact that a preparatory reaction, 
requiring auxin or a hemi-auxin, does precede the actual root forming 
reaction, The latter requires an auxin, but not all substances inducing the 
growth reaction proper are active. A notable exception was found in 
phenyl acetic acid, which can cause cell elongation by itself, but does not 
induce root formation unless its action is supported by indole acetic acid or 
a similar substance. It is not thought that the inability of phenyl acetic’ 
acid to induce the actual root forming reaction is merely a quantitative 
problem, for although it is quantitatively less effective in the growth 
reaction (according to D. BONNER 1938, it has one sixth the activity of 
indole acetic acid), it very definitely takes part in the preparatory root 
forming reaction at only slightly higher concentrations than indole acetic 
acid, And in the actual root forming reaction it shows no trace of activity, 
not even in the highest concentrations which are close to the toxic limit. 

In the case of root formation some experiments gave indications ‘that the 
preparatory reaction can be identified with the effect on the redistribution 
of rhizocaline (see WENT 1938, COOPER 1938), which was shown to occur 
under the influence of auxin. When a stem has grown under conditions 
favourable for auxin production, apparently this auxin is sufficient for 
causing the actual root forming reaction, so that any substance inducing 
the preparatory reaction will seem active as a root forming substance. This 
may seem fo be in contradiction to the idea of specificity, but the distinction 
between preparatory and actual root forming reaction restored most of the 
specificity of the latter reaction. 


7. Effect of auxin on carbohydrate translocation. 


A number of papers recently appeared, in which the effect of applied 
auxin on dry weight, sugars and other constituents of the plant was 
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described. Since this may have a direct bearing on the effect of auxin on 
translocation, this effect should be considered. In the papers (MITCHELL 
and Martin, 1937; HAMNER and MITCHELL 1938, CZAJA 1938, STUART 
1938, ALEXANDER 1938, MITCHELL and STuarRT 1939) a distinction was 
made between the effect of applied auxin on the rate of carbohydrate 
synthesis and the increase in size and dry weight of the treated portion of 
the plant. The former effect, on carbohydrate synthesis, does not have to 
be considered in connection with our present problem. The latter effect, 
however, has a direct bearing on our considerations. Whether the auxin 
effect is direct on carbohydrate and nitrogen translocation, or only indi- 
rectly connected with it, is difficult to decide. 

We can envisage this auxin effect in different ways. In the first place 
the primary process may be an accumulation of carbohydrates and 
nitrogenous substances, which secondarily will lead towards growth. In this 
case accumulation should precede the growth, and would be comparable 
with the effects of auxin on translocation of growth factors, mentioned in 
sections 4, 5 and 6, which definitely precede the growth. From the 
published data it is difficult to form an opinion as to whether an accumula- 
tion of carbohydrates and nitrogenous substances occurs prior to the 
increased growth. STUART (1938) has followed from day to day the dry 
weight, carbohydrates and total nitrogen in bean cuttings treated with 
indole acetic acid. Since no fresh weight data are given, the increase in 
volume (i.e. growth) due to the treatment can not be correlated with the 
data concerning cell contents, but it seems that they parallel each other, 
with probably growth in the lead. 

As a second alternative concerning the auxin effect on translocation of 
organic materials inside a plant we can start with its wellknown effect in 
decreasing the turgor, which is caused by yielding of the cell wall against 
the internal pressure. It is also known that all young cells have a continuous 
supply of osmotic materiai, which, however, lags behind the decrease in 
turgor in the case of rapid growth. As a mental picture for this continuous 
supply of osmotic material we can use MUNCH's hypothesis of a pressure 
flow. In this case we would expect that exnansion of a tissue, accompanied 
by a decrease in turgor, would lead to an inflow of osmotic material, 
especially sugars. In this way a translocation of organic materials can be 
caused by auxin, although it is a secondary phenomenon, and not a direct 
effect of auxin on translocation itself. The data as published by STUART 
and others fit this explanation, so that there is no direct evidence as yet 
that auxin directly affects the translocation of carbohydrates and nitroge- 
nous food materials. If this proof could be brought, it would be the 
strongest support for the author’s contention that auxin affects the move- 


ment of materials inside the plant. 
8. Summary of the different reactions in which auxin takes part. 


For each of a number of different processes the dual effect of auxin in 
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bringing them about has been demonstrated. The question can be raised 
whether any of these reactions are identical, e.g., whether the preparatory 
reactions for growth and root formation are the same. This cannot be 
analysed by any direct methods, since the reactions themselves are insuffi- 
ciently known. But table 1, which summarizes the preparatory, growth and 
root forming reactions for 10 different substances, as far as they have been 
determined individually, suggests certain answers. Whenever a substance 
listed has not been tried in a given test a blank space is left. For the others 
either a positive or a negative effect is marked, without comparing the 
effectiveness in a more quantitative way. Only when a complete analysis 
of all reactions is carried out, would a quantitative comparison between 
the reactions gain significance. Most of the figures of table 1 are based on 
extensive experiments, involving about 50.000 individual reactions. 

We can recognize definite groups of substances, according to their 
activity in the various reactions. The first group, comprising various indole 
compounds, such as the indole acetic, propionic and butyric acids, and 
naphthalene and anthracene acetic acids, are able to take part in all of the 
7 reactions studied. In the same group belong auxin a and 6, although for 
most of the reactions their effectiveness is only indirectly concluded from 
a consideration of the activities of intact plants, and from the data obtained 
with some crystals of auxin a and b which were received many years ago 
from Professor F, KOGL. 

To the second group belongs phenyl acetic acid, which is effective in 
all preparatory reactions, and in the growth reactions proper, although its 
maximal activity does not equal that of indole acetic acid (see section 9). 
But the important difference with group I is that it cannot induce the root 
forming reaction. The number of experiments which were carried out to 
test its activity on root formation (on approximately 1000 pea stems in 8 
separate experiments) seems to preclude the possibility of overlooking its 
effect, even if it had been small. And in each of these experiments the 
indole acetic acid was active. It is possible that cis-cinnamic acid belongs 
to this group, but since no conclusive experiments on its root forming 
activity are available, this cannot be concluded with certainty. 

The third and fourth groups are alike inasmuch as neither of them are 
able to take part in the growth or root forming reactions proper, but both 
can induce the preparatory reaction of one or more processes. Thus they 
both fall under the group name hemi-auxins, substances which can perform 
only the first of the two reactions which are carried out by the true auxins. 
The difference between groups III and IV only lies in the number or type 
of preparatory reactions in which they can take part. To group III belong 
probably most substances which can give the preparatory reaction in the 
pea test. Group IV is wholly inactive in the pea test, but is very effective 
in preparing stems for root formation. Most of the substances listed by 
TRAUB (1938) will probably turn out to belong to group IV. Ethylene can 
be listed under group III, according to the work of MICHENER (19551938). 
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In a last group (V) are listed all substances which are completely 
inactive in any of the preparatory or growth or root forming reactions. 
Most substances belong here, such as benzoic, indole carboxylic and the 
aliphatic acids, but since their characterisation is wholly negative, they will 
not be considered further. 

Koeprli, THIMANN and WENT (1938) have determined the minimal 
structural requirements of a molecule to have growth activity. What they 
actually determined were the structural requirements for the preparatory 
and the growth reaction combined, but since so far no substances have been 
found which had growth activity but lacked preparatory activity, their 
conclusions may be applied to growth activity by itself. Now it was found 
that in most molecules only a fraction, carrying a ring double bond and a 
carboxyl group in a side chain, was essential for the growth reaction. This 
was surprising, since auxin a and b molecules, occurring in the higher 
plants, seemed much more complex than the growth reaction would call 
for. Now it becomes evident, that this complexity is not connected with the 
growth reaction proper, but with other functions or properties of auxin a 
and b. Phenyl acetic acid, which has the required molecular structure for 
growth activity, cannot induce root formation. For the latter reaction a 
mote active double bond than the one in the benzole nucleus seems 
necessary, such as in the indole nucleus. If on the other hand the structure 
of phenyl acetic acid is simplified, by removal of the double bonds, then 
the resulting cyclohexane acetic acid is only active in the preparatory 
reaction, but not in the growth reaction proper any more. Therefore it 
seems a reasonable assumption, that due to its more complex nature, the 
molecules of auxin a and b can take part in certain reactions which cannot 
be performed by indole acetic acid. As soon as plant physiologists have 
freer access to auxin a and b this assumption can be put to the test. There 
are only very few indications supporting the assumption. One is the 
different behavior inside the plant of auxin a and b, and of indole acetic 
acid, when subjected to light (VAN OVERBEEK 1936, KONINGSBERGER and 
VERKAAIK 1938). Another is the difference in activity when tested in the 
pea rooting test (WENT and THIMANN 1937). Some other differences need 
further confirmation. The structural and physical properties which the 
hemiauxins have in common will be considered in a later paper. 

It seems of considerable interest, that in three different cases the pre- 
paratory reactions can be described as a redistribution of other growth or 
root forming factors under the influence of the auxins or hemiauxins 
(Avena growth, bud inhibition and root formation). Whereas for each one 
of these processes other explanations have been put forward, it seems that 
the explanation offered, based on experimental evidence, which can be 
applied to all known cases, has great advantages. It is true, that no physical 
explanation of the effect of auxin on the direction movement of other 
substances can be given, but we cannot give an entirely satisfactory expla- 
nation for the ordinary movement of other substances in the plant either. 
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There is another interesting point in this connection, The preparatory 
reaction is dependent upon the movement of auxin and correspondingly 
the correlation effects of auxin are exerted in this period. The auxin during 
its transport must be under different conditions than the auxin inside the 
cell (WENT and THIMANN 1937: free moving auxin as contrasted with 
auxin inside the cell, see also WENT 19385). Now it is interesting to note, 
that the preparatory reaction is independent of pH, whereas the growth 
and root forming reaction proper, which presumably take place inside the 
cell with the auxin present there, are pH dependent. This suggests that the 
pH effects the combination of auxin with its carrier or substrate inside 
the cell. During its transport, before combination with a substrate, no pH 
effect would be expected. 

If it had not been evident from each of the sections 3 to 6, comparison 
of the data of table I would have been sufficient to show, that auxin does 
not take part in one single master reaction which leads to all different 
responses, but that we must consider, that the auxin is involved in a 
number of different reactions, each of them with its own specificity. This 
conclusion, tentatively proposed as hypothesis some years ago (WENT 
1936), seems now firmly established. 

By considering the number of different groups in table 1 and further 
evidence concerning activity we may conclude that: 


1. The growth and root forming reactions proper are different. 

2. The preparatory reactions for growth and for root formation are 
different. 

3. The preparatory reactions in Avena coleoptile growth and pea test 
are probably identical. 

4, Also the growth reactions proper in Avena and pea can be considered 
as identical. 

5. Bud inhibition shows only preparatory reaction, which seems identical 
with the preparatory reactions for Avena and pea growth. 


Therefore we have at least 4 distinct reactions in which auxins can take 
part. The possibility that the differences in reactivity in the various 
reactions are due to differential entry or destruction in the cells can be 
ruled out, since in the pea stem indole acetic acid can take part in all 4 
reactions. Until we obtain direct evidence for the identity of any of the 
four reactions: preparatory reactions both for growth and for root forma- 
tion, the growth reaction proper and the root forming reaction proper, it 
will be necessary to consider them strictly separate, to avoid further 
confusion, especially concerning the question of specificity. 


Mathematics. — Ueber Differentialinvarianten zweiter Ordnung der 
bindren kubischen Differentialform. Von P. G. MOLENAAR. (Com- 
municated by Prof. R. WEITZENBOCK). 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


Das volle System von Differentialkovarianten erster Ordnung der 
bindren kubischen Differentialform enthalt vier Invarianten R, 1,, 1, J; 
und vier lineare Kovarianten /=Lo, La), Le, Le’). 

In § 1 werden aus /,, J, und J; mit Hilfe von der Diskriminante R 
drei absolute Differentialinvarianten [;, I; und J; geformt. Die totalen 
Differentiale liefern dann drei lineare Differentialkovarianten zweiter 
Ordnung Ma), Ma, Mo). 

Aus Lo, Lo, Le und Le) werden mit Hilfe von R drei absolute Ko- 
varianten Lo, Li), Le) und LG) abgeleitet. Aus deren Rotationen folgen 
vier Invarianten zweiter Ordnung Jo, J, J@, J. 

In § 2 und § 3 werden vier nicht-symmetrische kovariante Tensoren 
To, Ta, Te und T) aufgestellt. Die projectiven Invarianten dieser 


Vv bY ftv iM,” 
Tensoren sind Differentialinvarianten zweiter Ordnung. In § 4 werden 
die Tensoren T() und deren Invarianten f() und 1() berechnet. Schliess- 


(uy 
lich werden mehrere Relationen zwischen sdmtlichen Differentialinvarianten 
angegeben. 


§ 1. Die Differentialinvarianten 
h=(@ly L=(al~P = (aa) (al) (al) 


sind vom Gewichte 16, 21 und 24, und da die Diskriminante R= (ap)? 
vom Gewichte 6 ist, sind 


C= L== B=S + * . . . (1) 


absolute Differentialinvarianten. 
Thre totale Differentiale sind also lineare Kovarianten. Man findet: 


dIi =R~* (Rdl,—$1,dR)=R-* Mw=Mw . . . (2) 
db =R'*(RdI,—41,dR)=R ''Ma=Mo... . (3) 
dls =R~ (RdI,—41,dR)=R’>Mo=Mo. . . .. (4) 


1) Vgl. P. G. MOLENAAR, Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 42, 
158—166 (1939), 
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Hieraus folgt, dass 


=Rdi—sirdR . . ° . . ° . (2a) 
Wiles lal —— Sele) See ee ee) 
Opa yd loa adi) ee ee? eee eda) 


ganze rationale Differentialkovarianten zweiter Ordnung sind, bzw. 
vom Gewichte 22, 27 und 30. 


Die linearen Differentialkovarianten 
DOI PO (ala, Le=l(atra, Le =(eaal’ ag 
sind vom Gewichte 6, 9, 14 und 17. Daher sind 


Lo= ms Ly= in La= i. Lea= ie ae) 


absolute Differentialkovarianten. 
Ihre Rotationen sind also Jnvarianten. Man findet: 


Jo = Rot Lo = R” {RRot Lo—(LodR)} =R’Jo . . (6) 
Jo =Rot Ly = R* {R Rot Lw—$(LO@dR)} =R Jo . (7) 
JO=RotL@=R-* {R Rot La—4(LadR)} =R- 

Jo—Reotl@—k ° (RRotLo—— (Ladk)|i =k «Je. (9) 


Hieraus folgt, dass 


JO— Rk Rot lie (Lord R) ase A”. aha) 
[Wsz RRotL@—3(LG@dR) . 1 1. . . (Fa) 
Vge=P Roti — (era) se % . 4 . +9 (8a) 
J@—=R Rot L@—-(LadR). . . . . « (9a) 


ganze rationale Differentialinvarianten zweiter Ordnung sind, bzw. vom 


Gewichte 13, 16, 21 und 24. 


Aus den linearen Kovarianten Lo, Li, L2, und L@ entsteht durch 
Ueberschiebung : 


(L@ LW) = (la) (al) = — I, 

(PO) 2) == ([4) (al2—=—— 1 

(L © L@)) = (Ia) (aa) (al)? = — I, 

(La) L@) = (al) (aa) (al? = — I, 

(L 0) L@) = (al) (a8) (af) (al)? = 4 (aA) (al)? { (al) (ab) — (Pl) (aa) = 4 RI 
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— (al)? (ba) (ba) (al) (bl) — (al)? (ba) (ba) (al) (61) = 


— 0 —4(ba) (al) (bl) (al) | (al) (ba) — (61) (aa) § = 
= } (ab) (al) (b1) (al? = — 4 (6? (lP =—3 Ni, 
also 
(Lo Lo) = RB (Lo Lo) =—1 =— R* I 
(Lo La) = R# (Lo La) =—1L=— R®* I 
(Lo Lo) =R*(Lo Lo) =—L=—RtL 8 
(Ly La) = R#(Lw Le) =—-L=—R 
(La L@)= R# (La L @)=t+RL=tR4 1 : 
(LO Le@\== Rx (L'a) L) =—F4 ile —=——1 RH], 
Aus Ma), Me und Moe) entsteht durch Ueberschiebung 
« _D(h Lb) 
S, = (Mo Mo) = R” (M@ Mo)=R 
SiMe Mija RUM bn) ee (11) 
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Schliesslich gibt es noch die Ueberschiebungen: 


(Lo Mw) =P,, (i=0,1,2,3:k—1,2,3). . . . (12) 


* * * 
§ 2. Wir betrachten die drei absoluten Kovarianten Lo La) und Lo. 
Man findet leicht, dass 
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ein nicht-symmetrischer kovarianter Tensor zweiter Stufe ist. 
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Beweis: 
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Aus (10) folgt noch: 
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MY ae 


Ferner ist nach (5): 


Wee 
Oxy On, 
— = Lo 
= Ox; Oxi 0? x, Toe Bs ee 
Ox; Ox On On. 2. 
— — TO) 
i) 0 rs) Ox 0x, Ts) 


0 (x; X>) Ox E Oxy 


r,s 


OL dL any 
* p * lu 
ic L Ox, I, Ox, | 


Lo La) Le) 

1 1 oi 

R 2 RR 

Lo La) Le 

Ta= ay R z 

MV R R’ a 
) Loy 3 Lo ‘ oe 
Ox, R dx, Ri dx Ri 


(14) 


L (0) (EI) L (2) 

1 il 1 1 
el ie) =p Te 
= pi if, © ie, wv : Raa 

C i 
pe es aR a rm oR Fa . re OR 
OX, i? ll Oxy OX, ‘ - Ose, Oxy ? es Oe 
Setzt man 
0L 
lu oR ee 
R Ox; ee Ox, = 
OL) 
a ee 3 ~  —— > ‘ 5 < By 4 : 
R Onn 4 BY) On ee 
R es LIL OR _ (2) 
Oxy : [Ut Ox oF: Vv 


so ist 


Ta=(LOoLoaja=—Ljo+hLjo—ljo=kR* Te. (16) 
L,Y 


MV MY 4? bY 4, 


ein ganzer rationaler kovarianter Tensor zweiter Stufe. 
Aus (15) folgen noch die Differentialinvarianten zweiter Ordnung: 


2 “Bs 


JO—j®=R Rot Lo—(LodkR)=Jo | 
(O—j iat Ror lw = (LG) aR) af) 17 
2 Bil ere Coe es) 


jA—j@—=R Rot La—f(L@ dk)=—Ja 
LD “Di 


Ferner besitzt der nicht-symmetrische Tensor T@) noch die Invarianten 
fv 


ti3=Te—To=—LJo+hJo—-Ijo... . (18) 
il?) Di 
und 


CS) DB at) C) ee ae ee 1309) 
ial 


WD eo BB 


* * * * 
§ 3. Wir betrachten jetzt die vier Kovarianten L©, L(), L@ und Le), 
Auf ahnlichem Wege wie in § 2 erhalt man die kovarianten Tensoren: 


/ * * % * 
r, | : , ce OL a) ALi 0L @) 
Piojs=\ Lay lhe —= |=] Re a ee 
vee Ona R bs On h Oxy B Ox, ca 
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: _ , oLo La dle  , aL 
T (a) —_ IEE L@) lt = i * be * u dee * u 
“Y Onn R \ qs Ox, Lh Ox, : fi Ox, (21) 
: ~ , OLw 0L@) oLo oLw 
Ta=\LoaLo~* |=R: Fees Bae jes aaa 
4,0 i One. = h OG eh Oxy ras ORG, a 
Hieraus folgen die ganzen rationalen kovarianten Tensoren: 
TO (LLG, e)=— 4 1, jot RT (oi Clty a T 0), (23) 
Tin == (ey 0) i + I,j7a%— ie ty Caer ). (24) 
Ta=(LoLojoy=— LjoattRLjo+kh jo=R% T 0. (25) 
worin 
OL) 
P 17 OR 
QS hes : 
ee Ge oe ee 


Ferner bekommt man die Differentialinvarianten zweiter Ordnung: 


ge ne) Cie ti ==)) (8) a 17a) 


== Lat 
6 


10) = £O=—= 1 == 
1,2 


) 
Dat 


ee aa 


t= To—Ta=-+ I, Jo LJo—th Jo (18a) 
ES AE 
t27=Tea—Ta=——JJo+s¢RbLJo+i,J0 
ibe Dil 
und 
10 = To To—T ©) Fo ] 
il ib 
= Tw Tw—Ta a 
Me ie. 2) 2 (19a) 


? 


§ 4. Die Differentialinvarianten zweiter Ordnung geniigen mehreren 
Relationen. Aus der Syzygie 


ie LI Oy en) 
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folgt nach (1) 


ee et 
1, 296 4591) 0 ee et) 
also 
2 
3I, al; -— 21, dl," + 4]; dis =0 $ - “ . (26a) 


und nach (2), (3) und (4) 


gel Mi ae MO ee Oy 
(ede hee RR ede 
oder 
37/7 Ma = 2 RL Me 4 Mer 0 


Ferner gibt es vier Syzygien zwischen Lo, La, Lo, Le und R, J, h, bs. 
Durch Anwendung der Identitat 


(ab) cy — (cb) ax + (ca) b, =0 


* * * * * * 
auf Law, Lo, Le auf Lo, La, Le) us.w. 


entsteht 

(Li Lo) La — (Le) Lo) Lw + (Le) Li) la=0 ... (28) 
(Ly La) La — (Le La) Lo + (La Lo)La—=0 . . . (29) 
(Lio Liv) La — (Le) Li) Lo + (Le Lo) In=0 ... (30) 
(Lo) Lo) Le — (La Lv) Lo +(LaLo)Ly—0 . . . (31) 

oder nach (5) und (10) 
= SEEN) == UB) = Jhb, oy eRe) 
117 Lo = bao. IIe ay (29a) 
+ RI, Lo + I, Lo) = 1] Le) == 0 es een oO) 
+LLo—I,Lo) + 1], Le =a 0 (31a) 


Die schiefsymmetrische Koeffizientendeterminante ist Null. 
Man findet leicht: 


0 — i Ri 
+49 0 -I +1 
ee : \=4( RE 2 ey 0 22) 
Srey ey Map 0 =]; 
aos Sh; ad 0 


Auch die drei-reihigen Minoren sind alle Null. 
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Aus (28) folgt nach (10) 
* * x2 *  # 
—I,L@—+t1,Lw—tLLo=0; 


hieraus durch Differentiation nach x, 


Bae get ge toe i th grt =o 
und wegen (10), (2), (3) und (4) 

R-3 To = Lo Mo) se Estat Mi) +14L Me) 
oder 

10) Lo) M's) +], Li Ma) +eRL@ Mo, Tees Leo) 

Hieraus folgen die Differentialinvarianten zweiter Ordnung 
t (0) = Ne Fo) =(Lea Me)+/, (Lo Mo) +4$R(Le Me) 
oder nach (12) 
HO Peel) Pipes eee (34) 


und tiberdies (mit Hilfe eines Satzes aus der Determinantentheorie) 


10) = TO TO—ToOTO=—]J, (Le Low) (Me Ma) + 


il Og RA Dei 


+4R(LAQL) (M3 Moe) +¢RI, (Lo) Le) (Moa Mo) 


NO 


oder nach (10) und (11) 
tO==eh 1 (—3 15; So — 1, S;). 


x ‘ * 
iP? 2206 ewe 


ol; 01° dT; 


Ox, a Ox, = (() 
oT," OTs OP EY 
Ox, 0x2 Ox, 


oder nach (1) und (11) 
17S, +4LS,+41S;=0 also IESSy bey ==tamen Fs ye eG) 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 40 
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Somit ist 


Auf dieselbe Art erhalt man aus (29), (30) und (31) 


TO=LeVie 


Ly? le v 


i LoMa— Le Me... 7) 


(eo v 


T2 = Le Ma) —+ RLO Ma—La Mo . .. . (38) 


LY hag Vv le 


3) =) MO ve a 39) 


v 1d vy 


Te) = Le Mo) + Lo M 


und hieraus die Differentialinvarianten zweiter Ordnung 
f= Ps5- 1, Poy — Pag oe ea) 
t23—= P3,—4RPo2x—Pi3 . . . . . . (Ai) 
19 == Pu Pos Piz. ee 


und 


Tet te LS Sen Se ee re a) 
C0) == oR (Sy og 1304) a 
ule) == iS; (ESS iS: — 41,8, + + (45) 


Aus (36), (43), (44) und (45) folgt 

70): T): 72): 73) = RI, : 21, :(— 2R): (— 4). 
Ueberschiebt man (27) mit Ma) bzw. Mo), so entstehen die Relationen 
RIjS, = 21,5,00nd)3 1; Sg=_4 0S, ee) 


Weitere Relationen zwischen R, J,, 1,, I; und P;, folgen schliesslich aus 
den projectiven Invarianten von Lo, La), La, Le, Mw, Mea und Me. 

Aus (18) und (18a) kann noch gefolgert werden, dass t0), ft), £2) und £@) 
folgenden Gleichungen geniigen : 


— I, ta) +1,t2 —IZte@ == () 
+= I, £0) —i3,t2 —tRLt@=0 
— 1,to + J,¢0) el fe 


+1t9+4Rbemn+4 ito =O 


Mathematics, — On relativistic thermodynamics. By D. vAN DANTZIG. 
(Communicated by Prof. J. A. SCHOUTEN). 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


1. Let d¥&,')’) be a 3-dimensional element in space-time, provided 
with an exterior orientation 3), NY = St! d¥, the algebraic number *) 
of molecules of a chemically homogeneous fluid, the worldlines of which 
intersect d¥B;, Pi” =", dB, the total momentum and energy of these 
molecules (i.e. the sum of their momenta and energies and of their 
interaction-momenta and -energies); It" is the particle-current, Si"; the 
tensor density of stress, momentum and energy. If dx* is an element 
along a worldline of the macroscopical motion, St" is proportional 
with dx", 

The amount of heat flowing through d¥;,, as measured by an observer 
using x* as time-coordinate, is defined if d¥B; does not intersect the 
macroscopical worldlines, i.e. if 


ING aa) ew en fe Be Pe es ee a AL) 

and then is equal to °) 

P2Y dx 
ie ee Oe eer 
ax 

Evidently it is not invariant, though Q!” dx* and of course also the 
ales - Pena 
proper heat-flow Oh eGR sath P*” are, where mare is 


a unit vector, directed along the macroscopical worldlines. The invariant 
condition Q¢Y —0 is equivalent with 


Peale =i). on rage ens, wc een teen (3) 


LN) ar a, at VAP & 

2) All densities occurring here are W-densities. Cf. J. A. SCHOUTEN, Proc. Kon. Ned. 
Ak., Amsterdam, 41, 568—575 (1938); J. A. SCHOUTEN and D. VAN DANTZIG, On 
ordinary quantities and W-quantities. Classification and geometrical applications. To appear 
in Compositio Mathematica. 

3) T.e, an orientation is given for all arcs, having one point in common with dU; 
the 3-dimensional element itself is not oriented. Cf. O. VEBLEN and J. H.C. WHITEHEAD, 
The foundations of differentialgeometry, Cambr. Tracts. in Math., N®. 29 (1932), p. 56. 

4) T.e. the difference of the numbers of molecules passing through dU; in positive and 
in ‘negative sense. If in particular dW: is purely spatial (with respect to some observer) 
and oriented according to increasing time, N4V is the number of molecules contained in 
this element. 

5) For a detailed discussion of these and other relations cf. D, VAN DANTZIG, On 
the phenomenological thermodynamics of moving matter, to appear in Physica. 


40* 
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It is easy to prove): 
Theorem I. Condition (3) is satisfied for each element d¥, for 
which (1) holds, if and only if SS", has the special form 
Nee An ees ae een) 


ees 
In this case, where no transport of heat occurs except by convection °), 


the fluid is called perfectly perfect. 
In (4) p is the pressure and 2, is the vector of average momentum 
and enthalpy pro molecule ’). 


2. The energy-tensor of a relativistically perfect fluid is well-known, 
viz., using Our notations, 


PB =—e+phitpa,. ......- 6) 

o being the proper energy-density. The signature of gi; is supposed 
to be ———-+. Evidently (5) is a particular case of (4) with 

OSS =I ae ee, Le oe een) 


Hence: 
Theorem II. A relativistically perfect fluid is always perfectly perfect. 


Corollary. A fluid is relativistically perfect if not only the shearing 
stresses, but also the conduction of heat vanishes. In other words: if 
in a fluid as seen by a certain observer the viscosity is negligible but 
the conduction of heat is not, then it is not perfectly (hence not 
relativistically) perfect; an other observer may see the flow of heat 
(i.e. of energy) as accompanied by a flow of momentum, viz. by a 
shearing stress. The energy tensor of such an imperfectly perfect fluid 
(e.g. liquid helium) will be, instead of (5): 

ft =e en) ee A, een (7) 
with Oli] 0, As measured by a co-moving observer the MINKOWSKian 
force upon a surface-element d0,; at rest with respect to the fluid is 


ki =O; Bip dO, —OdO,, i. . . * . (8) 


Its spatial part reduces to pdO;;ii/=pn:dQ, if n* is a unit vector 
orthogonal to the surface-element and to i* and dO=|[“—gdO, 
dO=VtdOj;d0iigi*gi', its magnitude, so that dD, = 2np ig dD. 
Hence the fluid is perfect. The second term in (8) corresponds 
with the flow of heat which pro unit of proper-time is equal to 


Q,dO=cdb;; i Oh =cn, OF db, 


5a) Cf. le. 5) § 4. 

6) Radiation is supposed to be negligible. 

7) The enthalpy or heatcontent of a volume V of gas is E+-)p V, E being the fotal 
energy. Like the energy it always occurs in 4-vectors with reversed sign. 
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For an observer in motion with respect to the fluid this terms leads 


1 
to a shearing stress equal to ae Qo dOi;. Hence it is directed along 


u 
= if w is the relative velocity. 


CY 1— Ic? 
and directed so as to retard the hotter matter. The value is too small 
to be measurable. 

The total entropy S?Y = S' dB, of the matter passing through d; has 
been shown by PLANCK to be an invariant. For simplicity we measure it 
as a pure number, i.e. we denote the ordinary entropy by k S*Y instead 
of SY, k= 1,372 X10 erg/grade being BOLTZMANN’s number. Hence, 
dQ 
ae 


the worldlines, equal to Qo>dO 


as for a quasi-statical process 6S =~, and as (taking xt=1t) 5Qd¢ 


is an invariant according to (2), 


Clie eds Ore 25 RRO) 


is an invariant differential, the integral of which, taken along the macros- 
copical worldlines, will be called the thermasy. It is the time-integral 
of the absolute temperature (measured in energy-units) and has the 
dimension of an action. It is useful to introduce the vector 

Lidax* c 


a i", 
Oe ae ET + 10) 


which we call the temperature-vector; its time-component is the reciprocal 
absolute temperature (measured in energy-units); its spatial part is the 
product of this reciprocal temperature with the velocity ”). 


3. We consider a variation of the state of a perfectly perfect fluid 
consisting of a variation: 

1°. 5N* of the density and velocity, 2°. 5‘}"; of the stress, momentum 
and energy, 3°. 6d¥; of the position and magnitude of the 3-element 
under consideration without change of place and time of the point to 
which it is applied (6x*=0). Such a variation is considered as a 
virtual process, i.e. as a comparison of two states of perfectly-perfectness, 
and is therefore analogous to a quasi-statical process. It can be proved 
then 7’): 

Theorem III. The variation 0S‘ of the amount of entropy of a 
perfectly perfect fluid flowing through an element dB;, under variation 


of N*, B";, dB; with dx'=0 is given by 
San One = OWN a- Ods, 22 2 6 (14) 


7a) Cf. Le. 5) § 6. 
7b) Cf, 1.5) § 7 
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where —2kT—=. is the average value pro molecule of the so-called 
chemical potential of the fluid. 
(11) leads to 


NemeeyerG =ene. 6 3 
and, introducing 
Bh Sh aE Sy Sd ee ee ee 
to 
RBoopm . . . ww ws (14) 


Hence by (12) 
698 =P, OHA MN SA, 


Hence 4 and #* can be taken as independent variables, characterising 
the state of the fluid, and we have: 


n 03' Oe 
Ste gn — Ox 
LS , 5 9! y 4 See ae SEAL) 


or, inserting (14) and comparing with (4): 


Ni =p’ g ("=53) caudate Ney San G: 
Ge cay h 1 op 
Bia oat PAs: Me i + . . . (17) 


Moreover (13) and (14) lead to 
meg KE Or Geer a Cowley eee nee) 


where 1) is the average entropy pro molecule, equal to 
n=—A—a2,d'. . . . . . . cn, (19) 


It is sometimes useful to take a; and 7 instead of 3" and / as independent 


variables. Then we obtain Ue aa and 
1) 
np — __ OP 
Syth SS One ° 4 . . . . + . (20) 
been Op h, gO 1 OP 
a On um; +p Aj; a = on joe a ees (21) 


Often p will be independent of the velocity i*, ie. a function of J 


and 3 or of » and ap alone, where ee is the reciprocal 
c 


proper temperature and e=—a,——c|/2;a' is the proper enthalpy 
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pro molecule. Then we obtain, the suffix always denoting the proper 


values °) 
" op op 
Sie ese ae mak 
y= 55 %=(Fe), (22) 
= _ 9p [op OP OP 
I; eis E ye ; —— &) | (s (23) 
esi a Oren Wi a ea ee es eas, BOA) 


4. The compressibility-coefficient (under constant temperature and 
ee od St 
velocity) of a fluid is a aa m being the proper mass of one 
molecule and the variation being performed under constant #*. Evidently 
it is mot an invariant (though of course the proper compressibility- 
coefficient is). It is however related to the invariant 


ee Ne = ra) OY 
i fa log Si ee (25) 
by 
ws UY 
% == agp 5 5 5 5 : 5 % . * (26) 


Also the voluminar dilatation-coefficient (under constant pressure and 


6d &, 6 Yt 
velocity) ay) = iB. i Nor is not an invariant, but, putting 
eal rie ies eek ey ce ee (27) 
(rots sits ‘ ae 
Bx =f spe iS as Ot is proportional with 6 v". 
We obtain: 
eee Cire FOlOg p= Pa, OP 
Py =a Wins 1+ % 5 Fw wy? v se (28) 


The specific heat under constant pressure (and velocity) pro molecule 
1 
and under measurement of temperature in energy-units is Gta) Cy, 
where R is the gas constant and Cy the ordinary specific heat (pro mol); 
: : : : Pe @) On 
Cy is a dimensionless number. We obtain cy = RoT T vp under the 


conditions 6p=0, ¥!" 60!1=0 which leads to 


Oe 
Cy a (v Ys aia ‘ . ’ + . . * (29) 


8) The lower index to the right of round brackets envelopping a partial differential 
coefficient denotes as usually the quantity kept constant. 
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If (as will usually be the case) p does not depend upon the velocity 7", 


ro 6) 0 
the operation J" DHF in (28), (29) is equivalent with 1 yoo Tos) 
204 A OA ‘ 
so that then cy = — 05 7? pe 2 lig oT The analogous specific 
heat under constant volume cy—=7 Cy is obtained by implying the 


r 
condition 3 3t* == 0 instead of dp =0. A small calculation *) shows that it 
is related to cy by the invariant relation: 


Cry a Cy — Py?]y ee + + + + + + ‘ (30) 


5. An ideal gas (inasfar as it is perfectly perfect, i.e. moves adiaba- 
tically) is defined here as a perfectly perfect fluid, satisfying BOyLE— 
Gay—Lussac's law pV =RT, which is equivalent with 


Sith ait, hye alee ey ae (oT) 
i.e. with 

Oniae 

Vim ee ee 


From (31) follows the physical meaning of the coordinate-temperature 


1 pd 25, 
gi iNav 3s measured by an observer in relative motion with 


respect to the fluid. Except for a constant factor k N¢Y the coordinate- 
temperature is the product of the pressure’) and the apparent volume 
(as measured by the observer) of an ideal gasthermometer in relative 
rest with respect to and in thermodynamic equilibrium with the fluid. 
Because of (32) p is an exponential function of 4 and has the form 
p =e’ q(d*). By (22), (28) for an ideal gas 

ae py le Se ee) 
and by (27) 

Cia Ce | eee er eee ee 4) 


The invariant relations (33) correspond with the usual uninvariant ones: 
x=m/kT, a)—1/T, 


whereas (34) corresponds with the ordinary relation C,—C,—R. 
An incompressible fluid is defined by 


jth Ud One Ane tes, fa oY 
Hence p is a linear function of 4. By (29), (30) it implies that either 


8a) Cf. Le. 5) § 9. 
9) The pressure, being a scalar density, is invariant under LORENTZ-transformations. 
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cy becomes infinite or that #)=0. In the last case (which usually is 
assumed) and under assumption that p is independent of the velocity, 
Jig is independent of 4 as well as of J. In that case 1 becomes a 
function of J alone and all specific heats become equal to Cy. 

6. Finally we remark that the larger part of the paper is altogether 
independent of the relativity principle and therefore remains unaltered 
in classical theory. 

With the exception of 1° all quantities bearing an index 4 and those 
defined by means of such quantities (viz. dt, T, V, Q°Y, 6Q, u, x, Ay ) 
which are related to a particular frame of reference and 2° all quantities 
bearing an index 0, as well as gi/, ds, i*, n", 0, e,k;, dO, dO, which are 
defined by means of the fundamental tensor, all quantities introduced in 
the paper are independent of the choice of any particular system of 
coordinates as well as of any metric or connexion. Questions referring 
to this independence will be discussed more completely in another paper”). 


Mathematics. — On relativistic gas theory. By D. VAN DANTZIG. 
(Communicated by Prof. J. A. SCHOUTEN). 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


1. Introduction. 


In the foregoing paper!) relativistic thermodynamics was developed 
somewhat further than it had been done by previous authors (EINSTEIN, 
PLANCK, TOLMAN, e.a.), mainly by application of tensor-analysis to this 
part of physics. In the present paper the same method has been applied 
to relativistic gas theory. Without the use of tensor-analysis relativistic 
gas theory was mainly developed by JUTTNER?) and by TOLMAN ’) 
under MAXWELL—BOLTZMANN statistics. For the theory of radiation an 
analogous result had been reached already by vON MOSENGEIL?). For 
EINSTEIN—BOSE and FERMI—DIRAC statistics gas theory was worked 
out by JUTTNER?®) also. The method of dealing with arbitrary statistics 
was given for non-relativistic gas theory by FOWLER®) and by 
UHLENBECK ’), 

The main difference between the present paper and these older ones 
lies in the consequent symmetrical treatment of the time-coordinate with 
the other coordinates. By extending integrals over the interior of the 
characteristic surface (cf. § 2) instead of over this surface itself an important 
simplification can be reached. It is shown that only one integral need 
be directly computed, viz. the one representing the pressure; all other 
thermodynamic quantities can be derived from it. 

An application is given to a controversial question concerning the 
relation between proper particle-density and proper energy-density, raised 
by EDDINGTON. EDDINGTON’s proposal was recently criticised by SYNGE. 


1) On relativistic thermodynamics, Proc. Kon. Ned. Akad. Wet., Amsterdam, 42, 601, 1939, 
abbreviated for reference as Rel. Therm. 

*) F. JUTTNER, Das MAXWELLsche Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung in der 
Relativtheorie. Ann. d. Ph. (4) 34, 856—882 (1911); Die Dynamik eines bewegten Gases 
in der Relativtheorie, ibid. (4) 35, 145—161 (1911). 

3) R. C. TOLMAN, Relativity theory: the equipartition law in a system of particles. 
Phil. Mag. 28, 583—600 (1914). 


4) K. v. MOSENGEIL, Theorie der stationaren Strahlung in einem gleichfoérmig bewegten 
Hohlraum. Ann. d. Ph. (5) 22, 867—904 (1907). 

5) F. JUTTNER, Die relativistische Quantentheorie des idealen Gases. ZS. f. Ph. 47, 
542—566 (1928). 


6) R. C. FOWLER, General forms of statistical mechanics etc. Proc. Roy. Soc. A 113, 
432—449 (1926). 


7) G. E. UHLENBECK, Over statistische methoden in de theorie der quanta. Thesis, 
Leiden (1927). 
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It is shown here that EDDINGTON’s criticism against SCHWARZSCHILD’s 
proposal as well as SyNGE’s criticism against EDDINGTON’s proposal is 
correct, as was already indicated by the author in a more elementary 
way.*). The correct value of the proper particle-density is for an ideal 
gas intermediate between SCHWARZSCHILD’s and EDDINGTON’s values, 
but is in general independent of the stress-tensor. We can therefore not 
accept SYNGE's definition of incompressibility which is based upon the 
stress-tensor alone. 

Finally it may be remarked that the fundamental tensor of space-time 
does not intervene except implicily in the function H. Hence all laws 
which are independent of this function (e.g. BoyYLE-GAy-Lussac’s law, 
STEFAN-BOLTZMANN’s law, WIEN’s law, etc.) are independent of metrical 
geometry. In particular they are valid in classical as well as relativistic 
theory. More generally all relations occurring in this paper with the 


exception of (2), (3), §8, §9 and the end of $10 are independent of 
metrical geometry. 


2. Phase-space; the characteristic surface. 


Let q*, px be coordinates and corresponding momenta of a mechanical 
system (‘molecule’) with n degrees of freedom and let H = H (pu, q%, t), 
be its HAMITONian. Following CARTAN ’) and DiRAC !°) we introduce two 
new variables po and q° and let a,f,y,0,¢ and x,A,mu,¥» run through 
fne ranges Ih... ,7rend, 0,1, ..), 7 respectively, 

We suppose two functions t(q’) and #1 (pi, q*) to be given such that: 


A. the equation t(q*)—t admits an unambiguous solution q°=q° (t, q*) 
og 

with agi D220) 
B. the equation # (pi, q*)=0 is equivalent with po + H (pz, q*,q°)=0; 


moreover ao = (); 


Po 
Special and characteristic choices of ¢ and ff are t—q° and 
i = — py — H (pz, q%. q°). In order-to avoid superfluous factors h™ 
we put at once 
Pir he, SR eee ere ah Cy, ao es (1) 


h being PLANCK’s constant, and work with the x, instead of the pz. 
We have to consider the following manifolds '°*) 


8) D. vAN DANTZIG, Stress tensor and particle-density in special relativity theory. 
Nature 143, 855 (May 20, 1939). 

9) E. CARTAN, Lecons sur les invariants integraux. Paris, HERMANN, (1932). . 

10) P, A. M. Dirac, Homogeneous variables in classical dynamics. Proc. Cambr. Phil. 
Soc. 9, 389—400 (1933). al ees: 

10a) The quantities between brackets refer to molecules with n “exterior” and f “interior 
degrees of freedom. Cf. the end of § 4. 
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Number of Symbol for Subject to 
Manifold ome dimensions | elements eS conditions : 
Ss coordinate- 
space-time n+1 du q’ = 
ip coordinate- 
space n dB, gq: f= const. 
Q (x, q)-space 2n+2 dQ anne ie : = 
(2n+2k+2) (24, Xa» Ps ) 
; \ i? const, 
P phase-space 2n d@ a Se ae, 
(2n + 2k) (1, % n+ "1° ) 
K x-space nl df x, | q* = const. 
(n+2k-+ 1) (41, %n+ G°) 
“== COUSE 
xX characteristic n dq” 21, i: aS 
surface (n + 2k) (xa, %n, q®) 


Between these manifolds the following inclusions exist: 20®DX, 
O>DK>DX, > >F, but not-2> 3)3 each point ol 2 isa s-space ine. 
Because of condition A., I is a “cross-section” of coordinate-space- 
time, intersecting the worldline in S of every molecule exactly once. 
Moreover the form of the characteristic hypersurface X in K is of 
importance. In classical mechanics, where H—K + P the kinetic energy 
K is homogeneous quadratic and positive definite in the pa—fx, whereas 
the vector-potential f, and the potential energy P depend upon q% alone. 
Hence there X is a (hyper-) paraboloid open towards pp = —o and 
having its summit in pz = fx, pp =—P. In relativistic mechanics of a 
charged particle the equation H —0 is usually considered to be equivalent 
with 
fle 9° (pif) (Dy 1). tC = er 2) 


where! ix"(h, i,j, k= = 1) 23,4.) 04 == ct =e 4°) wtakes thes place sol soursa 
For constant x" it is a 3-dimensional (hyper-) hyperboloid consisting of 
two blades. Solving for py we obtain therefore two values, contrary to 
condition B. This two-valuedness is connected with many difficulties in 
relativity theory. In order to satisfy condition B. we have to take only 
one blade of the hyperboloid, viz. the one upon towards py = — ©. 
This blade has "a summit at ps—=/.) pao me 

Only by taking this blade alone the relativistic “correspondence- 
principle” is satisfied, stating that classical mechanics is obtained by 
passing to the limit for coo. It might seem that by imposing the 
condition py — fo><0 the LORENTZ-invariance were disturbed. In fact 
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this is the case with respect to the complete group of all transformations 
leaving the light-cone invariant. The equations however remain invariant 
with respect to the sub-group leaving each half of the light-cone 
(“future” and “past”’) invariant and it is this invariance alone which is 
guaranteed by the experiments underlying relativity theory !). Hence 
we have to take instead of (2) (if the coordinates are orthogonal) 


H==— py) fo—¢€l/ m2 ce? 9°" (pa f.) Ge— fs —0, . (3) 


which is equivalent with 


f1=0, po— fo <0. 

Then both in classical and in relativistic mechanics the following 
conditions C., D. are satisfied, which are the sole properties of H which 
shall be used. 

C. For q’ =const. and H{=0 x has a finite upper boundary. 

De org: — const, #5—-const. and fi=0 Max \pa\ has a finite 


a=1,...,0 


upper boundary. 
Conditions C., D. are supposed to be satisfied for every observer. 


Then X roughly has the same form as a paraboloid or half a hyper- 
boloid. 


3. LIOUVILLE’s element. 

Let d@® be an element of @, dq’ its projection upon the (n+ 1)- 
dimensional sub-space q* — const. (i.e. K) and d¥B, the set of all x-spaces 
having with d ®@ a point in common (i.e. the “projection” of d® upon »)!)). 
Then dq’ and d¥&, are n-dimensional elements and 

CDi AC aes ee SA! ce (et) 
is the generalisation '*) of LIOUVILLE’s element 
OD ee eC PaO eared Ge wars. os Sedan A (4a) 


106) Formally this means that, t* being an arbitrary time-like unit-vector pointing towards 
future, the equations of relativistic physics ought to be invariant under those transformations 
only which leave the fundamental differential form ds? = g;; dx' dxi and the discontinuous 


scalar « (t, dxi —/ —ds? = (t, dx?) 2) invariant, ¢ (x) being the discontinuous factor (7). This 


scalar remains unaltered if t is replaced by another vector t’* with the same properties, 
Temwith ert i lat, te 0. 

11) By means of the conditions A. and B. the projections of d® are provided with 
exterior orientations, so that under transformations of the q* dq*% and dU, are a contra- 


variant W-vectordensity of weight +1 and a covariant W-vectordensity of weight — 1 
¢ VA 


respectively. Therefore also Jt*, S”, 3”, Sb“, p and $ are W-densities of weight + 1. 


Cf. J. A. SCHOUTEN, Ueber die geometrische Deutung von gewoéhnlichen p-Vektoren und 
W—p-Vektoren und den korrespondierenden Dichten. These Proc. 41, 709—716 (1938). 
J. A. SCHOUTEN and D. VAN DANTZIG, On ordinary quantities and W-quantities. 
Classification and geometrical applications. To appear in Compositio Mathematica. 

O. VEBLEN and J. H. C. WHITEHEAD, The Foundations of differential geometry, p. 55. 
(Cambridge, 1932). 

12) CARTAN lc. 19) in different notation. 
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0 ff =, 0 if 13) 
0x4 0p, 
(the “gradient” of # with respect to the ~,). Moreover one set of 


0 fd rere 
HAMILTON’s equations states that ip :: dq’, where dq’ is an element 
re 


As H—=0 on ®, dg’ is an element of X, hence dq’ :: 


of the worldline of the molecule under consideration. Hence 


dodo 1s 9 ee ee er 


| ae 
which is equivalent with dq’ =a dae 


4. Integrals on phase-space. 

For a function f= f(x, q*) in an infinity of ways a function f=f (xi, q”) 
can be found, reducing to f for H#=0. We restrict ourselves to such 
functions which satisfy condition : 

E. For q* =const., %. = const. and %,—>—o, f tends exponentially 
towards zero. In all practically important cases this condition is satisfied. 


We further suppose that a definite f reducing to f for #1 —0 and satis- 
fying E. has been chosen. 


The integral of f over ® can be split up by (4): 


[ Few a)a@= fired r= { Fag. ais 
b ia x 


Moreover, introducing the function «(x) of a real variable x: 


Gil ==) 
= vi 
42) 3 we) ) 
we have 
Of = Uh he 
font@at= fo grat 
2 hv +H =o 


ID(s) 
= [ (Demat dig dit diets di = fdg*. 
x Me 


Hence by (6) 


The dynamic properties of the system are completely described by 
the function «(#) which for constant q* is characterised by 
1 inside and on X, 
Gad ea } ; 
0 outside X. 0) 


13) :; means “is proportional with”, 
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We could even take «(#H) as a definite specialisation of H if we would 
allow 71 not to be differentiable which we however prefer to do not. 

We consider a gas consisting of molecules, each of which has H—0 
as its HAMILTONian equation, and without interactions, the only exchange 
of momentum and energy occurring by impacts. We suppose all elements 
d@® etc. to be sufficiently large to correspond with (“contain”) many 
molecules '*), If then N¢®=fd® is the number of molecules in d® 
(which we suppose to be described by means of a continuous differentiable 
function f= f (xa, q’) corresponding with just such an f=f(x:, q”), satis- 
fying E.), we have by (6), (9), writing 9 instead of f% 15); 


Niv2edG,- 2...) 10) 
See ny ae oa 4 
n =| Fag=| st (Hy at. ee tik 


Here and further all integrals are taken over whole X or whole K 
respectively. (The ~ indicating the value for =O will further be 
omitted), The latter ones reduce by the factor «(f7/) to integrals over 
the interior of X. 


The total momentum and energy !*)!”) of all particles contained in 
dV, the momentum and energy of an arbitrary particle being py is 


ee ee) ee a ee ieee e012) 


Bi=| potas =n | fn) eat ee liza) 


Hence introducing 


with 


(13) 


14) By d@ etc. domains in phase-space are denoted, the volumes of which are large 
compared with 1 and corresponding with (‘containing’) many particles, but such that 
for all functions under consideration (e.g. p,, f, 9% etc.) the total variation on the element 


is small compared with the values the function takes on it. ‘‘Small’ and “‘large’ are to 
be understood in a practical sense, where e.g. 10-8 eG I 
B Ys 
15) In expressions like NGS We Pe 
ments of which N@® etc. are functions. Only in the right hand of the explicit expressions 
for W, on pag. 616, 617 #, is an exponent. 


etc. do, &,, dB are no exponents but argu- 


16) The energy occurs always with a factor —1. 
a Vaalsothy KK; = he Ps Chis 
17) It would have been consequent to replace Pj” also by Ki, = iat 
would change ‘”,, p, a, and 9” by a factor h or h—!, Jn order not to deviate too far 


from the current notation this however has not been done. 
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bn oa 


we obtain with Aj = ot yee) 


 ¢ 


The quantity p is the pressure of the gas, whereas 3", is the complete 
tensor-density of stress, momentum and energy. 


[Added in proof, 8/8 '39. — These quantities are expressed here as 
functions of all coordinates. Particularly important is the case where the 
HAmILTONian H=H,+H>, where H, depends upon one group of 
coordinates and their momenta alone, the exterior ones (to which also 
the time-coordinate q° belongs), whereas H, depends upon the other, 
the interior coordinates and their momenta alone. We suppose that for 
H, = const. the “interior’’ coordinates and their momenta remain abso- 
lutely bounded, and that H, is an even function of its arguments. Finally 
let the function f be independent of the interior coordinates and their 
momenta. (Of course the function f in (6), (9), i.e. f in the second 
member of (11), (12a) will depend upon them, as f/f does). Then the 
ordinary particle-current, pressure and stress-tensor, which are functions 
of the exterior coordinates alone, are obtained by integrating tl’, p and 
38", as defined above over the whole space of the interior coordinates. 

We can obtain the same result in a more simple way which leaves 
all equations unaltered by slightly changing the notations. Let therefore 
q’ denote the exterior coordinates alone (including q®°) and let q? (7 = 
n+1,...,n-+f) denote f further coordinates, the interior ones. Let 
the manifolds introduced in § 2 have the meaning indicated in the table 
by the quantities between brackets, so that S and J'refer to the exterior 
coordinates alone, whereas 2, ©, K, X include the whole phase-space 
® of the interior coordinates and their momenta. Accordingly 


dq” — dx Sos dx, dx, +4 Sod dx, dD, 
df= dxy...dx, dDy, 
dD == yea ae fob aaenrcete Looe dg" tf, 


Then I, B,, 8, vanish because of Of/0xz = 0, and LT, —0 as 
%, -(f1) is an uneven function of the xz. The only surviving components 
yt", p, Pl, are determined by (11), (13), (14) directly as functions of the 
exterior coordinates alone. 


With this generalised meaning of dg” and df also the rest of the paper 
remains valid. ] 


5. Probability and entropy. 
Let ®, ®,... etc. denote domains in phase-space ®. We suppose 
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for each function fy (xz, q’), satisfying E., and each domain ®, a positive 
quantity W[f,] to be given, being the relative probability that a 
function f= f(x, q") (always satisfying E.) coincides with fo for each 
point of ®. We restrict it by condition: 


FP. If ®, and ®, have no point in common and ®, + @, is their 
union, then 


Wiel We Welw iil =e 15) 


This means that “f=/f, within ®,"" and “f=fy within ©,” are 
independent conditions for f. Then (dropping further the suffix 4) 
S*[f]=log W*[f] is an additive set-function, which moreover is a 
functional of f. It is called the amount of entropy of a gas with state- 
function f, contained in ®p. 

We finally suppose: 

G. A continuous differentiable function o [f] of pi, q’ (functional of f) 
exists, such that 


S*tA=Jolfae, . . Wy See Lo 


or shortly, dropping the argument f altogether: S¢?=od@, 
Again by (6), (9) 
Sh Ges Gra ive ies | emerald 


oS = cay =| 22 eat, eee BEG 


6. Statistical equilibrium. 
A function f(x:,q%) is called a state of statistical equilibrium if 
6S4¥—=0 for all dV and all variations Of of the function f (under 


dV 
constant ~,) satisfying the conditions 6 N¢V =0, 6 P,  =0 for each dV. 
According to LAGRANGE’s method multiplicators #”,2 exist, such that 


oS as OD, -e6NG = 0" 4 1... (19) 
which is equivalent with 
Be eer PO 7 Oot 0, ees Pee, (20) 
and also, introducing 
= pie hee, Mens oe ee (21) 


with do + pdf=O0 1%). Hence o is a function, not only a functional, of 
f, satisfying 
do __ 


eas (22) 


18) As (19) must hold for every element d¢@. 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLII, 1939. 41 
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Introducing 


Cot ph=o—F Ge A ee. Spa SS) 


B= [tava Ot Rs TIM, hots, es 
we obtain 
OG = (0 8== (pie ao) 


as the function f is varied under constant p:. Hence ¢ is a function of 
B, hence also of f’) and 


dt 
Gol oh eee ec 
et aot 

C= —— 9p Teo ag + + . + . . + (26) 


Hence o and ¢ are related by a transtormation of LEGENDRE. By 
(25), (21) we have 


og 0c 
york apt fp. sf OT ears . eee (27) 


hence 


Ogee 4 x — Ny 
Fe oda = | Fao ee eS 


si =f am do= | fpidg =a. Be WE) 


in accordance with Rel. Therm. (15). 
Moreover 


= [tde= [52 oenat= Cea (H) dt, 


= 1) | SO eer Aan Ne ee eee ma 300) 


Then (28), (29) become 
Mas) 
jes te Le a eet) 


: One ; 
Bi =r +p ai Mee ep 


19) The trivial and physically meaningless case that o is linear in f is excluded. It 
would lead to ¢9”° = gi =0 for all variations of the state. 
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which is equivalent with the condition for a perfectly-perfect fluid 7%). 
Hence we have found: 

All thermodynamic quantities can be obtained by differentiation and 
algebraic processes from the pressure » given by (13). The latter can 
be found by quadratures only, as soon as the two functions H (pi, q’) 
(determining the dynamical properties of the molecules) and [ era) 
(determining the kind of statistics) are known. 


By (24), (30), (31), (32) we have 
Cee at es ate oo. 3) 


ei ere ae 
$= (" sh Hast). Bee Ae N84) 
7. Special statistics. 


M.B. (MAXwELL—BOLTZMANN-statistics). Let N particles be distributed 
over m domains ®, (a=1,...,m) of phase-space, each ®, having a volume 
denoted by ®, also and containing WN. particles, so that N= > N,. 

m DNs 
The probability of a definite distribution is W— WN! I NI 
u=1 ut 
the constant factor N! (which means addition of a constant to the 
entropy). Then W—IJI W, where, using STIRLING’s formula in the 


form N!~ N*% eX, 
WwW.= Dy" & A 


We drop 


NG AON, 


For sufficiently small ®, (though not foo small, as N, must remain 


large! Cf.14)) N, ~ f®,, W.= WwW [f], S™* = log W ~ 6 ®,, hence 


C= fOG fia es ee (SO NED) 

dom 

Hence 6 = ofa log f and 

(Ps BEAU a ae een ae eg (36) 
which leads to MAXWELL’s distribution law. (We obtain the latter for 
lea Oy Dy = — sP? +P) Hence o=(1— 6) e®, C=e8 =f Hence 

m 

Oo =e Or 

Se UPN em Sac” Jame (3 /) 


which is BOYLE—GayY—LuSSAC’s law ?'). Therefore this law is a conse- 
quence of the M.B.-statistics alone and is independent of the function 77. 
In particular this independence leads to the well known fact that 


20) Cf, Rel. Therm. (4), (17) and D. vAN DANTZIG, On the phenomenological thermo- 
dynamics of moving matter, Physica 6, p. 673—704 (1939), referred to as Phen. Therm., 
eq. (43), (64). 

21) Cf. I.c. 20) (75). 

4\* 


618 


BoyLE—GaAy—Lussac’s law holds in relativity theory as well as in 
classical theory. . 

E.B. (EINSTEIN—BosE). Here W=JI W,, where W, is the number 
of symmetrical products of N, proper functions over ®, states. Hence 


asi, >) 1 


A & + ce * (N, + D,JNut Pu " ( Dees 
as Me peu fi 


u 
and 


o=(1+f)log(i+f)—flogf. . . . (38,E.B)) 


F.D. (FERMiI—Dirac). Taking skew-symmetrical instead of symmetrical 
products we obtain 


®, Dee ~( 1 ie 
w=(n) Ne (®,—N.) Ne \ ff) 


o=—(1l—f)log(li—f)—flogf. . . . (38,F.D,) 
We can gather the three equations (35, M.B.), (38, E.B., F.D.), into 


one viz. 


and 


(39) 
where 
\ +1 (EINSTEIN-BOSE), 
— 0 (MAXWELL-BOLTZMANN) 77), . . . . (40) 
—1 (FERMI-DiRAC). 
do 
By (40) B=— ai 
(41) 
Finally we obtain 
: 1 
brats 10g (leet ee). ee Ee pes GP) 


22) ve 
23) 


Under M.B.-statistics we have always to take the limit for «> 0. 

In order that 6 and ¢ remain real f must be >0 (and <(1 for F.D.-statistics). For 
M.B.- and F.D.-statistics this is always the case, and for E.B.-statistics if and only if 
e<.0. We further suppose this condition to be satisfied. 
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With 
1 
Yr—vM—l, Ve ey Wore) (Lg 2 e) a(t 1) 2) (n=2) (43) 


we have 
1 oa 
ean ee 
“ oo sec) 1 A 
Ses DY ye np — ef? — xy —erf 
e 2) e e rena’ (Vie Bs) cy Beare eee, (44) 


lter= 5 a en? (FLD) 4) 


The quantity ¢ is closely related to the “partition-function” introduced 
by DARWIN and FOWLER. 

In fact, if the quantities xe’, y, =e”, z=e-® (which of course 
have no simple transformation law) are taken as independent variables, 
e& = F (xy ye ye z*) (e==—po) is exactly DARWIN and FOWLER’s partition- 
function °) for the case under consideration. By our considerations it is 
seen that F is not only a purely formal function useful for obtaining 
the thermodynamic quantities, but is itself immediately connected with 
these quantities, in particular with the pressure. Moreover it is easily 
seen that also DARWIN and FOWLER’s state-integrals are simplified if 
their independent variables are replaced by their logarithms, i.e. in this 
particular case by our 4 and ”. 


8. Relativistic gas theory. 

We specialise for the case n =3 79), choose for q* locally orthogonal 
coordinates in space-time such that locally #'=0?—/#3—0 and suppose 
H to be given by (3). As f depends on B=1-+ p, alone we see that 
p and therefore all thermodynamic quantities remain invariant under the 
transformation pi—pi— fi, 44+ 0 fi. We can therefore without 


restriction suppose f;—0. Then H=—p,—H, H=¢ Vim? 2 + h? x?, 


2 2 2 
where x2 = “j++ 43+ 43. 


Hence by (13) and (41) 


“dug dx, dx.dx3 ime - 
pan ff ferisiinteicann fea oats 
fl =0 


(457) 


oO 


4% [2 In (1—e eV eT) x, 


rit, €)° 
0 


24) [x] denotes the integer part of x. 
25) Cf. e.g. R. H. FOWLER, Statistical Mechanics, Cambridge, 2nd Ed. (1938). 
26) And f=0, i.e. mono-atomic gases. 
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o= al Ue oe oe ee en) 
where 
aS4amton 2 2 Fe) ae ee 0) 


t=me Pamelkl, ... «= =. 


(T is here equal to the proper temperature T) as the gas is at rest) and ”’) 


poe sae 
Flo) 6) eee | ee ee ie 
: (48) 
1 7 shtu 
= Z (poe 
0 


The expression (45), (48) for p has been found by F. JUTTNER **) 
who also gave expansions for the function F (J, 1, ¢) and its derivatives ”’). 
For M.B.-statistics (e = 0) we have in particular 


F (Ay, O)= fet | sht ues du ete? { ee ch 2udi= 


0 0 (49) 


ic) 


a (1) /- 
=e 8 [er (e 4 2ch u) du= 5 5 fe 7 


0 


where H}” is HANKEL’s cylinder function of the first kind and the second 
order 7’). 


Except in the hottest stars 7 is always very large). In that case —i H$’ (iz) 
15 


becomes e~*(421)—? g(t), where g(t) = 1-+—=—+... isa semiconvergent 


&t 


7) The condition g<0 for E.B.-statistics (Cf. 23)) is satisfied for all x, if and only 
WN Ve, 

8) Lc. 5) In order to compare JUTTNER’s notations with ours we mention that our 
a, t, & g(t), ec F(a, x, «) are denoted by J. as —a=logs, g or y, — 7, S2(2@), Qa, y;n) 
respectively. It is further useful to mention that JUTTNER’s M (a, ¥;7) and L(a,y:;) are 


simply our vee and —(Faeee), i.e. using his notations — 7—! 0Q and — ,—1 0Q 
T 


a Oy 


respectively, as can be seen from our relations (28), (29). 

5) Cf. E. JAHNKE and F. EMDE, Funktionentafeln, and JUTTNER lc. 2), § 6—8. 

30) E.g. for He 1 ~ 4,32 1013T-1 (Cf. Le. 2)); moreover a ~ 2,05 X 1039. Hence in 
(50a) the first term is very large, e.g. for He at T= 300, r=1,44>< 1011, whereas the 
second term at this temperature and for p= 1 atm = 1,013 <106dn/cm? is ~ — 12,7. The 


relativistic corrections, in particular the factor g(r) may be of importance in the interior 
of the white dwarfs. 
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power series in x! *’). Hence we have then with a high degree of approxi- 
mation, taking g(t) ~ 1: 


pral dre i= (Qam/h}i (kTiye , . (50) 
or 
2 3 
7 me | ph 
ct, © °F (22m)! (kT): eee aN (50a) 


Reintroducing the factor g(r), the exterior field and arbitrary coordinates 
x" in space-time, (50) becomes 


p = (— 9)? (2a m/h7)i (0' 3)-* on ere. V vi», g (me? Lo 9), a Kee 
where § = det (g;;). 


Hence we obtain for 2;= 


53a Do pe) 


— (ORL OA op OW 
7%; = — mc? (14 2 fees g mc? i; (52) 
Fat aaa Ti tee 


Hoke ; d 
where i* is a unit-vector along 3" whereas g =—2, so that the last 


dt 


term in (52) is very small. Hence the entropy pro molecule !) is 
Ce eae eS i Es FO) 


+pV 


and the proper heat-content pro molecule *!) «~ aa kee if no exterior 
0 
field is present and g(t)—1 and g’ are neglected: 


ee ee ice he ge es ee 4) 
Eliminating 4 between (51), (53) we obtain generally: 


sen phe Nae 
em Combiktye 0”! 


(2m)? k: p 
= (4+ bog Ee — log ay + 


kT we? keliN? kd ut u' ) 

Hie =) vs (es, aerator BAe: ! ae 
where the first term is a characteristic constant for each (mono-atomic) 
gas (viz. the sum of cy at T=0O and the chemical constant i), the second 


one is the principal term of ordinary thermodynamics and the last one, 
expanded in powers of 17! =kT/mc? and u?/c’, is the relativistic correction, 


viz. —$ log (1 —u?/c?) + log g (rt) —79’ (*)/g (2). 


31) Cf, Phen. Therm. (65), (70); Rel. Therm. (4), (19), (17). 


622 


9. The relativistic stress-tensor. 
By (51), (52) we find the stress-tensor 


RB, =—p f(e + >).—9' e/g) ii fit{me?} *# +P At 5) 
Comparing this expression for f,=0 with the well known expression 


i =o ER) are ee eee) 
we see that o+ p—p(t+4—g’t/g) and 


Here 0 =— 7; Bi, H/ a, 04 = — (a, Ni + p) = — p (a, 0 + 1) is SCHWARZ- 
SCHILD'’s value for the proper energy-density (except for a factor c? 
equal to EDDINGTON’s 09). EDDINGTON **) has argued that @/mc? can 
not be the proper particle-density, and that the latter must be Q9/mc’. 
where 
/ 
to=— Wi e—3p=9(r-9-2).. Peat eee) 
g 
We see that EDDINGTON’s latter conclusion is incorrect, as has been 
remarked already by SyNGE 3), who however reinstalled @/mc? as the 
proper particle-density. But this also is incorrect, so that EDDINGTON’s 
first conclusion was correct. In fact the proper particle-density, say 


o/mc?, is 


o/mce? = N* i, = pO" i, = p t/mc?, 
so that we have 


S21 peat ea ae eee ee ee) 
Comparing this value with (57) and (58) we find 


e= +(e te) + Fp Sw Seater an 60) 


or, to a first approximation, valid for not excessively high temperatures 


0 ~ £(e + 9), 


ie. the correct value of the particle-density of an ideal gas lies approxi- 
mately in the middle between SCHWARZSCHILD’s and EDDINGTON’s values 3*), 


*2) A. R. EDDINGTON, The mathematical theory of relativity, p. 122 (Cambridge 1924). 

33) J. L. SYNGE, The energy tensor of a continuous medium. Trans. Roy. Soc. Canada 
(3) Il, 28, 127—171 (1934) § 10; Relativistic hydrodynamics. Proc. London Math. Soc. (2) 
43, 376—416 (1937). 

34) The relative differences of @, o9 and @ are of the order of r—!, and therefore are 
only of importance in the interior of the hottest stars. Moreover for radiation (where t =0) 
e=e9=9, @ >0. The quantities 9 = — p —1dp/dr and eo = 4p) — x dp/dr are equal to 
the products of the constant a (46) and the integrals obtained from (48) by dropping the 
factor ; and replacing the numerator shtu by sh2u ch2u and sh2u respectively. 
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For higher temperatures however 0 can not be deduced from SB"; at 
all, as this would imply that Yt =p hence 0", hence the proper 


temperature were determined by the stress-tensor alone, which evidently 
is not the case. 


10. Black radiation. 

The principal properties of black radiation can immediately be deduced 
from our formulae as radiation can be considered as a fluid consisting 
of “photons’’ instead of molecules. The blackness of the radiation is 
equivalent with the perfectly-perfectness of the fluid. 

It is mainly characterised by two properties, viz. 

H. The total number of photons in a volume of I’ is defined >*). 

I. Photons move along zero-lines *°). 


The first property implies that in § 6 [Sav has to be varied without 
the condition 6 | N@V =0, which loses its meaning. Hence (19) remains 


valid if we put 
Ma) eaeneety aie 8 Ae a) 6, 2 (OL) 


) 
; oH az; and 7 become undetermined. The forms (32), 
(33) for the stress-tensor and the entropy-current and all relations in which 


The quantities St” 


none of the before-mentioned quantities occur however remain valid. 
The second condition states that 


RCo Sores ere Oe VS aeetal. (02) 
oe en 
along the rays of the radiation. By the equations of motion dq’ :: om ae 
hence (62) implies OPS, By (5) (62) is equivalent with x, dg? = 


On 
and therefore by the definition of ‘B*, it immediately leads to the well- 
known relation 


ea Soe he ate te Un.) 


34a) If p' is defined by p’=h/ f' (a) e(H) df (Cf. (13)), Sth by JA=p' or, etc. these 
quantities remain finite for radiation. No physical meaning however is to be seen which 
can be attributed to the formally possible interpretation of ‘th as “photonic current’’, of 
y as average entropy pro photon, etc. 

35) On the basis of wave-optics this assumption of course is meaningless, as a photon 
has neither a definite place nor a definite motion. The present paper however is entirely 
based upon classical (relativistic) mechanics, completed with quantum statistics. This 
corresponds with geometric optics, completed also with quantum statistics. As we see 
here, this is sufficient for the deduction of all fundamental properties of radiation. 
(Wave-optics and wave-mechanics will be dealt with in another paper). In particular 
the dissolution of the radiation field into a system of harmonic oscillators is entirely 
irrelevant here. 

36) More precisely: (dq* being an arbitrary element along the rays in space-time) 
dq*::g”%,. This relation however need not yet be used here. It follows from (67) 


and is only necessary for PLANCK’s law. 
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which here is deduced without making use of the form of the function he 
Inserting (63) into (32) we obtain at once 


LM alii os ie es oh 2 


gh 
0 5 


i.e. p is homogeneous of degree —n—1 with respect to #. For w==3 
therefore » is proportional with (To)*, which is STEFAN—BOLTZMANN $s law. 
The energy-density with respect to the direction of #” as time-axis 


OY . 
and that of a as momentary space is 


Oy 
ae nee WB, 3 ‘gt fot =— (0 2B +9). 
By (63) this becomes ‘ 
0 = 1 Mo eee eae OS) 
i.e. for n=3 the well-known relation 9 = 3 37), Finally by (34), (61), (64) 
i (1) p= 4p epee eam tO6) 


Equation (22) implies that f is a function of / alone. But here 


tae 

pS pS hey Sg (1 — a a) = a —u* ii), where y= —xy 
Oa Yer 

is the frequency, u* = 90 the average velocity and a, = — Pi the wave- 
u “0 


vector 38). Hence f, whichis a function of f alone, is a function of »/T. 
This is WIEN’s displacement-law. Like STEFAN—BOLTZMANN’s law and 
the relation 0 =3p) it is independent 1°. of the function H, i.e. of the 
form of the worldlines (rays) and 2°. of the form of the function 
of the kind of statistics. 

For unpolarised radiation the factor h in (13) has to be el by 
2h. Then (41) with e=-+1 (E.B.-statistics), n==3 and 


Hl = —h (% + Vx? + 22+ 22). ees et (syA) 


Mlnes 


(with respect to orthogonal coordinates) leads immediately to PLANCK’s 
distribution law. 


37) It is remarkable that the analogous relation =) for the energy-density of an 
ideal gas on the contrary is only valid under very special conditions. Its deduction depends 
essentially upon the function f (M.B.-statistics) as well as H (non-relativistic mechanics) 
and even then it holds only if the potential energy as well as the mass-energy are sub- 
stracted. In fact U is the second term in (57), the first term being the sum of the proper 
energies of the molecules and the third term the relativistic correction. Analogous restrictions 
of course exist for the equality of the temperature and the average vis viva per degree 
of freedom and for the equipartition-law. 


38) More precisely: with respect to orthogonal coordinates u, Uy = — 9a u?, but this 
relation is not needed here. 
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In fact, in (45*), or also in the equivalent form 


lee) 


4 eee a —4 
patanre | es ECS ime es 


A+ Doc V mick th? __ 


0 


we can substitute at once 1=0, m=0, e—1. After insertion of the 
polarisation factor 2 we obtain: 
fo 2) 


x? dx 


0 


which with xc=y and @=—3p is equivalent with PLANCk’s radiation 
formula. 

Finally we draw attention to the fact that black radiation is charac- 
terised by a vector and therefore determines a definite direction in 
space-time, unless %” is zero or infinite. 

Hence black radiation of positive and finite temperature has a definite 
average velocity. It has therefore an unambiguous meaning to speak of 
black radiation in rest or in motion. This is of importance because the 
radiation in the interstellar space is usually considered to have a positive 
temperature. This leads to the somewhat baffling conclusion that notwith- 
standing the relativity principle the velocity of the earth with respect to 
“empty space’ (i.e. the radiation field) has on every moment a definite 
value. 

The analogous relation with respect to the average velocity of the 
matter in the universe is well-known. This vector has only a cosmological 
meaning and can only be obtained by averageing over enormous spaces. 
Our ” however is defined locally. Its direction is the one for which 
the apparent temperature J is maximal. In order to determine it with 
respect to the motion of the earth, it would be necessary to determine 
the temperature of the radiation surrounding the earth with a relative 
error of about 10-8. Apart from the fact that this value is much too 
small, it is rather doubtful whether the temperature of interplanetary 
radiation, even if it could be defined unambiguously *’), were sufficiently 
constant in order to make it significant. 


39) Cf. E. C. WIERSMA, Eenige punten uit de ontwikkeling van het temperatuurbegrip, 
’sGravenhage 1936, p. 10. We have here to do with the temperature determined by the 
intensity of the radiation alone, which is about 3.2 °K. 


Mathematics. — Ueber konformeuklidische und EINSTEINsche Raéume 
gerader Dimension. Von J. HAANTJES und W. Wrona. (Commu- 
nicated by Prof. J. A. SCHOUTEN). 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


§ 1. Eine geometrische Bedeutung der EINSTEINschen Gleichung in 
Raumen mit gerader Dimension. 

Ist eine V,, (= &(y?)) in einer V, in einem Punkte geodatisch, so 
gilt in diesem Punkte ') 


u vuhz 
Kaees = Baie 1G. : . + . . . ; . (1) 


Dabei ist Kucs, bzw. Kyui, der Kriimmungsaffinor der V,, bzw. der 


V, und ist Bj;—0, & die Verbindungsgrésse. Der Kriimmungsaffinor 
und auch die skalare Kriimmung der V,, hangen in diesem Punkte daher 
nur von der tangierenden m-Richtung ab. Wir definieren nun die skalare 
Kriimmung einer m-Richtung als die skalare Kriimmung einer V,, mit 
dieser m-Richtung, welche im betrachteten Punkte geodatisch ist, oder 
auch (was das selbe ist) als die erzwungene skalare Krimmung einer 
V,, mit der betrachteten m-Richtung'). Die m-Richtung darf also keine 
besondere Lage in bezug auf den Nullkegel haben, denn sonst ware die 
X, mit dieser m-Richtung keine Vin. Im Folgenden betrachten wir nur 
m-Richtungen, die keine besondere Lage in bezug auf den Nullkegel 
haben. 

Betrachten wir jetzt den Fall, dass n=2m ist, die Dimension des 
Raumes also gerade ist. Zu jeder m-Richtung in P gehdrt nun eine 
senkrechte m-Richtung, welche keine Richtung mit der ersten m-Richtung 
gemeinsam hat. Bezeichnen wir die Fundamentaltensoren der zwei Vn, 
welche jede eine dieser m-Richtungen tangieren und in P geodatisch 
sind, mit az, und azz, so gilt 


any, = ary —— aly, . . + + + . . . . (2) 


wo ai, der Fundamentaltensor der V, ist. Fiir das m(m— 1)-fache der 


skalaren Kriimmungen x’ und x’ dieser zwei m-Richtungen findet man 
aus (1) 


ie? == Keo al’ qi uh und Cag OR ar al’”* a’ uh : ; ; (3) 


') Vgl. J. A. SCHOUTEN und D. J. STRuIK, Einfiihrung in die neueren Methoden der 
Differentialgeometrie II, NOORDHOFF, Groningen, 1938, S. 133. Weiter zitiert als Ein- 
fihrung II. 
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Aus (2) und (3) geht hervor 
KO Kn (a — a (gh 22) ) 
Sen ae \ 
Ist der Raum EINSTEINsch, d.h. gilt 
ee ieee =n eee einen 2) a Vy (5) 
so lautet die Gleichung (4) 
KO nk 2 eee em) — 0. | 6 (6) 


Damit haben wir bewiesen: 

In EINSTEINschen Raumen haben gegenseitig senkrechte m-Richtungen 
dieselbe skalare Kriimmung. 

Wir beweisen jetzt den umgekehrten Satz. Die V,, habe die Eigen- 
schaft, dass die skalaren Kriimmungen von zwei beliebigen gegenseitig 
senkrechten m-Richtungen gleich sind. Aus (4) folgt nun 


Ke Ko ea ae ale > LEE 


Betrachten wir jetzt zwei m-Richtungen, welche eine (m—1)-Richtung 
gemeinsam haben. Fiir die zwei Fundamentaltensoren kann man dann 
schreiben 


aie Deo ep ay, 
P Pp 


a2 => Peg’ gq’ (e=q' a) ( ) 
q q 


wo p’ und q’* Einheitsvektoren senkrecht zur (m—1)-Richtung sind und 
der Fundamentaltensor der (m—1)-Richtung mit b”’ bezeichnet ist. Fiir 
ai, Ai, beide gilt die Gleichung (7). Subtraktion dieser zwei Gleichungen 
fiihrt zu 


E Nw ole p’ —eE Ky A q" one * ‘ . . A : ‘ (9) 

P C 

welche Gleichung fiir beliebige Einheitsvektoren p’ und q’ gelten muss. 
Die mit K,; gemessene Lange der Vektoren ist also proportional mit 

der mit a,, gemessenen Lange. Daraus geht hervor 


Kia = haus . . . + * . . . ‘ (10) 


Wir haben damit den Satz erhalten: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafitir, dass eine V2m 
EINSTEINsch ist, besteht darin, dass die skalaren Kriimmungen von zwei 
beliebigen gegenseitig senkrechten m-Richtungen einander stets gleich sind. 

Damit haben wir eine geometrische Bedeutung der EINSTEINschen 
Gleichung in Raumen gerader Dimension angegeben. 


Der Ball n=4. 


Das oben erhaltene Resultat kann fiir n—=4 noch anders formuliert 
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werden. Es handelt sich in diesem Falle um die skalare Kriimmung von 
2-Richtungen. Eine 2-Richtung bestimmt einen einfachen Bivektor bis 
auf einen skalaren Faktor. W4ahlt man fiir diesen Bivektor einen Ein- 
heitsbivektor 


ft ae 2 ese On ie (11) 


wo i und j% gegenseitig senkrechte Einheitsvektoren der 2-Richtung 
sind, so gilt 
Pe [ee aa a le. (e=i4 i; aa Lara ess is (12) 
ij j 


Die skalare Kriimmung der 2-Richtung ist nach (3) 


d= ha a = Kia ae see le) 
wo « gleich +1 bzw. —1 ist je nachdem der Fundamentaltensor der 
betrachteten 2-Richtung definit bzw. nicht definit ist. Das rechte Glied 
ist aber gerade das RIEMANNsche Kriimmungsmass'). Fiir 2-~Richtungen 
ist die skalare Kriimmung daher identisch mit dem RIEMANNschen Kriim- 
mungsmass ’). Es gilt also der Satz: 
In einer V4 ist die EINSTEINsche Gleichung gleichbedeutend damit, 
dass gegenseitig senkrechte 2-Richtungen stets das selbe RIEMANNsche 
Kriimmungsmass haben. 


zhu 


Wir fiihren jetzt einen Einheitsquadrivektor I" ein, welcher in bezug 
auf ein bestimmtes orthogonales Bezugssystem mit Einheitsmassvektoren 
definiert ist mittels der Gleichung 


eS pee ey ee ne KE) 


Es ist dann in bezug auf ein beliebiges orthogonales System (h’)[''23'" = — ] 
oder —1 je nachdem die Transformationsdeterminante der Transforma- 
tion (h) > (h’) gleich —1 oder +1 ist. 

Es sei nun f’” ein einfacher Einheitsbivektor. Die zur 2-Richtung von 


f” senkrechte 2-Richtung wird representiert durch den ebenfalls ein- 
fachen Einheitsbivektor 


xh xh 
| Gn 9h LA Panay pM m8 oom od 8, URIS) 
‘Haben nun zwei gegenseitig senkrechte 2-Richtungen das selbe RIEMANN- 
sche Kriimmungsmass, so ist 


Koes Ree pee BSE an ee fe eee re (16) 


wo « gleich +1 bzw. —1 ist, wenn der Index von ai, gerade bzw. 


1) Einfihrung I, S. 117 und II, S. 134. L. P. EISENHART, RIEMANNian Geometry, S. 81. 


?) Einfiihrung II, S. 134 fiir gewohnliche Vn. L. P. EISENHART, RIEMANNian Geometry, 
Se ele 
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ungerade ist (a — Det(az,) also positiv bzw. negativ ist). Diese Gleichung 
lasst sich infolge (15) auch schreiben 


e TOT Vi che 
(Kone K! Feora Tocir ) "6 a1) eee 


Hat jedes Paar von gegenseitig senkrechten 2-Richtungen diese Eigen- 
schaft, so folgt 


é OTOT 
IG re eee Lea =0; ° . . ‘ 5 (18) 
welche Gleichung mit 
Kondo ake ** Nosru Ulya=y les + . + . . . (19) 


gleichwertig ist. In bezug auf orthogonale Systeme mit Einheitsmass- 
vektoren gilt namlich 


dk = = Uae ; iaeate) S § o@ © & a <é (20a) 
WO MWyuiz die 4-Vektordichte vom Gewicht —1 ist. Umgekehrt geht 
aus der Gleichung (19) hervor, dass gegenseitig senkrechte 2-Richtungen 


das selbe RIEMANNsche Kriimmungsmass haben. Es folgt: 
Die Gleichung (19) ist mit der EINSTEINschen Gleichung gleichwertig'). 


§ 2. Bivektoren in einer V4. 


Aus der Definition von J 


zhu 


folgt unmittelbar 
(pee y Teak —4¢ Aven r (== | a | Gas) A. =o SS (20b) 


Wir nehmen jetzt einmal an, dass a> 0 ist, der Index von aj, also 
gerade ist. Es ist dann ¢=1 und wir konnen schreiben 


[Cems mS an Gaw } 


(21) 
1S a te 0 ey vane \ 
Wir nennen nun einen Bivektor f’* Bivektor erster Art, wenn 
feet ee ape ee ee Goer, SES (22) 
ist, wahrend ** Bivektor zweiter Art genannt wird, wenn 
a UE oe ak Re (23) 


ist 2). Diese Definition gibt Anlass zu folgenden Erérterungen: 


1) Vgl. T. StBATA, Wave geometry nr. 25. J. Sci. Hirosima Univ., 8, 63 (1938). 
Dieses Resultat, dass wir als eine Folge eines allgemeineren Satzes bekommen haben, hat 


SIBATA in direkter Weise abgeleitet. 
2) Auch wenn «= —1(a<0) ist, kann man Bivektoren erster und zweiter Art defi- 


nieren mittels der Gleichung 
Zh . yea LY A ae +") 
fe ay oe iE i 


Diese Bivektoren kénnen in diesem Falle also nicht reell sein. 
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1. Das Gleichungssystem (22) enthalt nur drei linear unabhangige 
Gleichungen. Ueberdies sind die Gleichungen homogen und linear in 
den Bestimmungszahlen von le Deshalb kann jeder Bivektor erster Art 
in drei linear unabhangige Bivektoren erster Art ausgedriickt werden. 
Dasselbe gilt fiir Bivektoren zweiter Art. 

2. Jeder Bivektor kann als Summe eines Bivektors erster Art und 
eines Bivektors zweiter Art geschrieben werden. Es ist namlich 


PST af a alae) 
=fi + fr 


a, a : neta . Aes : 
und f;. bzw. fo ist fiir jeden beliebigen Bivektor f° ein Bivektor erster 


(24) 


zh, 
Art, bzw. zweiter Art. Diese Zerlegung von f ist eindeutig. Man 
nennt den Bivektor 


xa xh ny 
de} =e leet Seo at cer os (25) 


den zu f” konjugierten Bivektor. 
3. Ein Bivektor f’” ist dann und nur dann ein Bivektor erster (bzw. 
zweiter) Art, wenn 


fg ee 0 ee 26) 
ist fiir jeden Bivektor g** zweiter (bzw. erster) Art, oder auch wenn 
fo wig 0 hs ee en 


ist fiir jeden Bivektor y** zweiter (bzw. erster) Art. 
Aus (22) und (23) folgt namlich sogleich 


(pe: o. =—4 a hss Cs Ee Sf G 4 —5 (28) 


Nimmt man nun von beiden Seiten dieser Gleichung der alternierenden 
und den symmetrischen Teil, so folgen (26) und (27). Umgekehrt folgt 
aus (26), dass 


(fee oS) Ove On) ne en 20) 


ist, wo f, und f, die Zerlegungsstiicke von f erster und zweiter Art 
sind. Wegen des ersten Teiles des Satzes reduziert sich diese Gleichung auf 


[oe ein Oe ce re ee arr) 


fiir jeden Bivektor o** zweiter Art. Diese Gleichung gilt aber auch 
wenn 9” erster Art ist (erster Teil des Satzes), also fiir einen beliebigen 
Bivektor. Daraus geht hervor, dass ee verschwindet. In analoger Weise 
wird bewiesen dass aus (27) folgt, dass f“” ein Bivektor erster Art ist. 


4. Die 2-Richtung eines einfachen Bivektors erster (bzw. zweiter) 
Art ist isotrop. 


Im vorigen Paragrafen haben wir schon bewiesen, dass die 2-Rich- 
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tungen von zwei konjugierten einfachen Bivektoren gegenseitig senkrecht 
sind. Nun ist aber ein einfacher Bivektor erster Art (bzw. zweiter Art) 
identisch mit (bzw. entgegengesetzt zu) seinem Konjugierten, woraus 
hervorgeht, dass die zugehérige 2-Richtung totalisotrop ist. Es gibt zwei 
Arten von totalisotropen 2-Richtungen, denn die zugehdrigen Bivektoren 
sind immer entweder erster Art oder zweiter Art. 

J. LENSE') hat bewiesen, dass es in einer V, totalisotrope X> gibt, 
welche in einem beliebigen Punkte eine vorgegebene totalisotrope 
2-Richtung haben. Es gibt also auch zwei Arten von totalisotropen X;, 
némlich solche fiir welche der Bivektor der Tangentialrichtung ein 
Bivektor erster Art ist und solche fiir welche dieser Bivektor zweiter 
Art ist. Wir nennen dementsprechend diese X, auch X;, erster Art bzw. 
zweiter Art. Diese X, sind nur reell, wenn der Index des Fundamental- 
tensors Zwei ist. Man kann beweisen, dass diese X, geodatisch sind. 


§ 3. Die EINSTEINsche Gleichung in einer V, als Integrabilitats- 
bedingung. 

Wir werden jetzt die EINSTEINsche Gleichung in einer V, als Integra- 
bilitatsbedingung einer Differentialgleichung bekommen. Dazu beweisen 
wir den Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung daftir, dass es Bivektor- 
felder erster Art (bzw. zweiter Art) gibt mit beliebigem Anfangswert, 
welche tiber eine beliebige totalisotrope X, zweiter Art (bzw. erster Art) 
kovariant konstant sind, ist die EINSTEINsche Gleichung Kui = aw. 

Anders gesagt: Die Differentialgleichung 


OE ee OMe net eel) 


fiir einen Bivektor f” erster Art, wo yp’? = pq"! der Tangentialbivektor 
einer beliebigen totalisotropen X, zweiter Art ist, ist dann und nur dann 
vollstandig integrabel, wenn Kyi =Aan; ist. 

Beweis: Aus (31) geht hervor 


+ pew. fo e20 / (32) 
q’ Vat’ =0.5 
Die Integrabilitatsbedingungen dieser Gleichungen findet man aus 
O=p' Vig VF" —at Viv’ Vif = ) ve 
= (p" Vn g’—a" Yup’) Vo f+ 2p Vu Yn f*Y 
Die Vektoren p’ und q’ sind X,-bildend, d.h. es gilt 
Do? Gevap = 2p a bq... + « + «, (34) 


1) J. LeNse, Ueber ametrische Mannigfaltigkeiten und quadratische Differentialformen 
mit verschwindender Diskriminante. Jahresber. d. Deutschen Math. Ver., 35, 288 (1926). 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol, XLII, 1939. 42 
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Der erste Term im rechten Glied der Gleichung (33) verschwindet daher 
wegen (32). Es bleibt 

ore Ko ee ere (o) 
fiir jeden einfachen Bivektor y”” = pq"! zweiter Art und jeden Bivektor 
feo erster Art. 

Es gibt in einem Punkte drei linear unabhangige einfache Bivektoren 
zweiter Art. Jeder Bivektor gy’ zweiter Art kann daher wegen des 
Satzes 1 von § 2 als Summe von drei einfachen Bivektoren zweiter Art 
geschrieben werden. Die Gleichung (35) ist linear in den Bestimmungs- 
zahlen von gy’. Es gilt also 


eK 2! (4° = (lata eee ence) 


xh 
fiir jeden Bivektor »’ zweiter Art und jeden Bivektor f’” erster Art. 
Aus den im vorigen Paragrafen bewiesenen Satzen geht nun erstens 
hervor, dass vy’ K,,.2, ein Bivektor zweiter Art ist, also 


es 
ae Vv ULL ay * KG ec! a 0 i ies Wee (37) 


ist und zweitens, dass aus (37) folgt, dass Kynix +4 Kyuoc I? /2z in bezug 
auf die Indizes yy erster Art ist, dh. dass gilt 


I Gores on Orie Eee (Kosax + 4 | ix Waa): * (38) 


Verwechslung von »u und Ax gibt eine neue Gleichung. Addition dieser 
zwei Gleichungen fiihrt zu 


I ppp al Rone Kea I rye, + + + + + + (39) 
welche Gleichung, wie bewiesen worden ist, mit der Gleichung 


KG — A au ees + . . . . . . + (40) 


identisch ist. Umgekehrt folgt (36) aus (39), woraus hervorgeht, dass 
die EINSTEINsche Gleichung nicht nur eine notwendige, doch auch eine 
hinreichende Bedingung darstellt fiir die im Anfang dieses Paragrafen 
genannte Eigenschaft '). 


§ 4. Eine geometrische Charakterisierung der konformeuklidischen 
Raume gerader Dimension. 

Wir beweisen den Satz: 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine V, 
von gerader Dimension n=2m konformeuklidisch ist, ist dass die 
Summe der RIEMANNschen Kriimmungsmasse fiir jedes System von m 
gegenseitig senkrechten 2-Richtungen in jedem Punkte von der besonderen 
Wahl dieses Systems unabhangig ist. 


1) T. SIBATA hat die EINSTEINsche Gleichung als Integrabilitatsbedingung einer Diffe- 
rentialgleichung fiir Spinoren bekommen. J. Sci. Hirosima Univ. 8, 51—79 (1938) 


. 
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Im Folgenden wird sich herausstellen, dass in diesem Falle die Summe 
mx ist, wo x die skalare Kriimmung der V, ist. Fiir den Beweis des 
genannten Satzes wahlen wir ein beliebiges System von n gegenseitig 
senkrechten Einheitsvektoren i’,...,i% und betrachten die m 2-Richtungen 

1 


n 
ra 14) : ra 17) ; 
Li p52! Cys 
fiir welche wir die Buchstabe k einfiihren, konstant, so gilt nach (13) in 


bezug auf das orthogonale Bezugssystem mit den Massvektoren i% 


Ist die oben genannte Summe von Kriimmungsmasse, 


(ae Kasia t & Koyaga + © Kopse +... tl) 
12 34 56 


boone Sa tet ee fa a ae (ae) 
eal j 


ij Jj al ai) 


ist. Betrachten wir jetzt die 2-Richtungen 


GUE et ieee Ont eels Wists 6) wm Se) ae 43) 
2 3’ 4 5 6 
wo 
foe ter Ol ae, Sa Se al, ee ae) gees 
1 1 3 13 Lad 3/3 
(44) 
i == Pet" —a 61” \ 
3! he 33 
Es gilt dann auch: 
= |/e= aay (a i” + Bi’) ju! (a ie } i”) i* + | 
12 1 3a? 1 3 2 
oO) 
+ ‘S I Gopaale (p €1’—aeé i”) 1 (6 te (=O é £”) ie lL { Koes6 aa 4nd \ 
3400 ra 33 4 ia Baa | a56 
woraus unter Beriicksichtigung von (44) hervorgeht 
pe = Cle ee Kaaeg te Kees | 
12 34 56 
+ B? ¢ [e Ky303 + & Kygia t+ € Ksesp+---] +2208 [e Kizso—6 K 434] \ (46) 
13 23 14 56 


= —(a?+ fr? e)k + Zea Be Rags K 1434) 
13 


Wegen (44) ist daher 
E1N59371—— é Kayes . . 5 . . . . . (47) 
2 4 


Fiir das orthogonale System mit den Massvektoren 


EG Ca} 


foeyt ott, 1 Obl vel”, 1, I 
1 2 noes 22 44 °5 6 


mit 


y2t d?ce= 1 4a oir ee eS (49) 
oD at 
ace 
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lautet die Gleichung (47) 


Lh 


é Kiya: (y i# + 6 i) (yi* +67) Se Kips (0 ci*—ye 
a 2 4 2 4 4 2 4 


")(dei*—y ei”), (50) 
22 4 


zh 
2 
woraus im Verbindung mit (47) hervorgeht 

Geen eK aap 0. ‘ . . . 5 . . , (51) 


Es ist also auch 


— K 1943 — Ky 342 = O. : . . : . . e (52) 


Addition dieser zwei Gleichungen ergibt wegen Ky[ui.; =0 
3 Ky2349— Ki234— K 1423 — Ki 342 = 3 Kizz3g =O. « - ~ (53) 


Es verschwinden also fiir jedes orthogonale Bezugssystem die Bestim- 
mungszahlen von K,,i, mit vier ungleichen Indizes. Die V,, ist demzufolge 
(fiir m > 1) konformeuklidisch, also eine C,'). Damit ist der erste Teil 
des Satzes bewiesen. Der Kriimmungsaffinor hat in diesem Falle die 
Gestalt 


4 
1G pax vw SP fa Load pore : . , . : . (54) 
n—2 


i 
Li, =— Kin eae oP ke any Oem (2) ) 


ists): 
Ist umgekehrt die V, eine C,, so gilt (54) und das RIEMANNsche 
Kriimmungsmass der 2-Richtung i! i4) ist 
12 


1 —| 
pas) (aj, boo On Ly) = ame) (e Lo.+ : Las) 


_ aus B= - 
(56) 
—1 
See (oe ay 


Fiir die Summe im rechten Gliede von (41) findet man in diesem Falle 


st es l ey a iA = a) 
= =5( Ms +9 K) =a Kea ee 


Die Summe der RIEMANNschen Kriimmungsmasse ist daher gleich mx, 
also von der besonderen Wahl des Systems von gegenseitig orthogonalen 
2-Richtungen unabhangig. Damit ist der oben genannte Satz bewiesen. 


Der Fall n= 4. 


Das oben erhaltene Resultat werden wir fiir n=4 etwas ndher 


1) Vgl. Einfihrung II, S. 204. 
2) Vgl. Einfithrung II, S. 201. 
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betrachten. Die V, ist also dann und nur dann eine C, wenn die Summe 
der RIEMANNschen Kriimmungsmasse von zwei beliebigen gegenseitig 
senkrechten 2-Richtungen von der Wahl dieser 2-Richtungen unabhangig 
ist. Die Summe ist dann stets 2%. Nach (13) und (15) gilt in diesem 


Falle fiir jeden einfachen Einheitsbivektor f’’ die Gleichung 


‘ vy ure (ea Re + & Kurs Be F’’ — — 8 x, + . . . (58) 


oo bzw. « gleich —1 ist, wenn die 2-Richtung von f bzw. F”’ 
2 


reelle Nullrichtungen enthalt und sonst gleich +1 ist. Nun ist 
Bin ae faMt nD i.) lean 1 epee (59) 
1 


Multiplikation von (58) mit « ergibt 


1 


Keeper fe SN Gani BY ja ee ay} Anz ee pe . . (60) 
Hier ist eee gleich +1 bzw. —1 je nachdem die Determinante 
ie 


a >0 bzw. <0 ist. In dieser Gleichung kann man nun F’” mittels (15) 


in ee ausdriicken. Dies ergibt 
(meek Nery Torax t 4% ava ae) bee f"*=0. . (61) 


Die so erhaltene Gleichung gilt fiir jeden einfachen Bivektor f’” und 
deshalb auch fiir jeden nicht-einfachen Bivektor f’”. Dies hangt damit 
zusammen, dass man jeden Bivektor als lineare Summe von einfachen 
Bivektoren schreiben kann. Es gilt daher (vgl. § 1) 


Ky pax tt ih, Nosru Nacaz Spe Me Aly [A Danes . + (62) 


Diese Gleichung, welche sich nur fiir n =4 anschreiben lasst, ist nach 
dem bewiesenen Satze daher gleichbedeutend mit 


Goat ter SAR (63) 


Bemerkung. Man kann sofort einsehen, dass (63) aus (62) hervorgeht. 
Schreibt man ndmlich (62) in bezug auf ein beliebiges Orthogonalsystem 
mit Einheitsmassvektoren, so ergibt sich 


ee eee) SP (6) 


d.h. die orthogonalen Bestimmungszahlen von K,,2, mit vier ungleichen 


Indizes verschwinden. 


§ 5. Eine zweite geometrische Charakterisierung der konformeukli- 


dischen Raume gerader Dimension. 
Im ersten Paragraphen haben wir die skalare Kriimmung einer 
m-Richtung definiert. Wir beweisen jetzt den Satz: 
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Eine notwendige und hinreichende Bedingung daftir, dass eine 
V,(n=2m) konformeuklidisch ist, ist dass die Summe der skalaren 
Kriimmungen von zwei beliebigen gegenseitig senkrechten m-Richtungen 
in jedem Punkte von der besonderen Wahl dieser m-Richtungen 
unabhangig ist. 

Wir werden zeigen, dass in diesem Falle diese Summe stets gleich 
2x ist. Weil fiir 2-Richtungen die skalare Kriimmung identisch ist mit 
dem RIEMANNschen Kriimmungsmass, ist dieser Satz fiir n= 4 identisch 
mit dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze. 

Fiir die Summe der skalaren Kriimmungen von zwei gegenseitig senk- 
rechten m-Richtungen haben wir (vgl. (4)) den folgenden Ausdruck 
gefunden 


‘4 ‘= esse = — ‘uk PID el ey De 
m(m — 1) (K | Bl gee op 2Kura 42 Kona e a (65) 


‘uk 


welcher Ausdruck also unabhangig von der besonderen Wahl von a 


"xk 


sein soll. Schreiben wir diesen Ausdruck an einmal fiir a’** und einmal 
fiir 4'**, definiert in (8), und subtrahieren wir die zwei erhaltenen Aus- 
driicke, so ergibt sich 

Q¢ IG ate pb” p" p'—eé Kua pi p’ —2e. ae b’” qi" q’—e Gm qi (ep . (66) 

P P q q 

wo b’” der Fundamentaltensor einer beliebigen (m— 1)-Richtung ist und 
p” und q” beliebige zu dieser (m — 1)-Richtung senkrechte Einheitsvek- 
toren sind. Daraus geht hervor (vgl. § 1), dass 


2 iGo be ja q* ane on p" q’ = (0 oe Rast e Romer (67) 


ist, wo p” und q’* gegenseitig senkrecht sind. Diese Gleichung kann 
man nun wieder fiir n > 4 fiir verschiedene b’” anschreiben. Es ergibt 
sich in ahnlicher Weise wie oben 

b Gremetel webds ts Ws 8 es (GS) 
fiir jedes System von vier gegenseitig senkrechten Vektoren. In bezug 
auf orthogonale Bezugssysteme gilt daher 


K1243 + K1423 = 0, . . . . . . + . (69) 


welche Gleichung mit (51) identisch ist. Die V, ist daher konform- 
euklidisch (vgl. § 4). 
Umgekehrt ist in einer C, der Ausdruck (65) gleich 
] 
m(m 


‘u a 4 iy) 
So ee j=2* (70) 


also unabhangig von der besonderen Wahl von a”. Damit haben wir 
den oben genannten Satz bewiesen. 


Chemistry. 


Les dérivés aminés de la pentaérythrite. Il. Le tétramino- 
tétraméthylméthane. Par F. Govaert et M. Beyaert. (Com- 
municated by Prof. P. E. VERKADE.) 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


En 19341]'un de nous commenga l'étude des dérivés aminés de la pentaéry- 
thrite par un travail sur le tétraminotétraméthylméthane 1). Il fit connaitre 
le but de ses recherches et montra l'intérét éventuel que pouvait avoir 
l'étude de certains dérivés de cette polyamine au point de vue de la 
stéréochimie de |’azote. 

Dans cette premiére communication furent décrits le mode de préparation 
ainsi que quelques sels de l’amine. 

Tandis que cette étude et celle des dérivés mono-, di- et triaminés de la 
pentaérythrite se poursuivaient dans notre laboratoire, WAN ALPHEN 2) 
publia les résultats d’une recherche au cours de laquelle, ayant suivi notre 
méthode de préparation, il parvint a isoler, sous forme de monohydrate, 
l'amine dont il décrit plusieurs dérivés. 

Tout récemment parut un travail de LITHERLAND et MANN 3) qui ont 
également commencé des recherches dans ce domaine. 

Ces auteurs trouvent que notre méthode de préparation n’est pas satis- 
faisante, sous prétexte que le rendement en est faible et qu'il est nécessaire 
de travailler en tubes scellés. 

La méthode qu’ils préconisent consiste a chauffer le tétrabromeméthyl- 
méthane avec le dérivé sodique de la paratoluénesulfamide, suivi de 
Ihydrolyse du produit de condensation: le tétrakis-p.toluénesulfamido- 
méthylméthane. Ce produit est obtenu avec un rendement de 31 %. 

La comparaison de ces résultats avec les notres montre qu'il est assez 
téméraire de conclure a la supériorité de cette méthode. Nous obtenons en 
effet immédiatement un rendement de 35% en bromhydrate de la 
tétramine. 

Il est vrai que le travail en tubes scellés oblige a faire des opérations 
répétées sur de petites quantités de substance, mais actuellement en opérant 
la réaction dans un autoclave il nous est possible de mettre en oeuvre 
25 a 30 gr. de tétrabromepentaérythrite par opération. 

Cette facon de travailler nous avait permis d’obtenir une quantité assez 
grande de tétrabromhydrate de l’amine et d’aborder l'étude de plusieurs 
dérivés de celle-ci. Toutefois une partie de nos résultats fut également 
obtenue et déja publieé par les auteurs cités plus haut. Nous nous bornerons 


1) , GOVAERT, Proc. Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 37, 156 (1934). 
2) J. VAN ALPHEN, Rec. trav. chim., 57, 265 (1938). 
3) A. LITHERLAND et F. MANN, Soc. 1588 (1938). 
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donc a décrire simplement les dérivés nouveaux, non mentionnés jusqu ici. 
Contrairement a ce que trouva VAN ALPHEN, nous avons obtenu l’amine 
monohydratée a |'état solide. 

Celle-ci se présente sous forme de cristaux absolument blancs, extra- 
ordinairement hygroscopiques fondants a 41°—42°. C’est une base assez 
forte qui absorbe trés vite l’acide carbonique de Jair. 


PARTIE EXPERIMENTALE. 


Dérivé tétraminé de la pentaérythrite: C(CH 2NHp) 4. 

20 gr. de tétrabromhydrate de l'amine, obtenus et purifiés suivant la 
maniére décrite dans notre premier travail, sont additionnés a froid 
d’alcool et d’une solution aqueuse saturée de potasse caustique. On essore 
le bromure de potassium et on sépare la solution alcoolique. On sature 
de nouveau de potasse caustique et on essore. Afin d’éviter des pertes en 
amine il est nécessaire chaque fois de bien laver a l’alcool le produit 
solide essoré. 

Cette solution est distillée et a la fin elle se sépare en deux couches. 
Par refroidissement la couche inférieure — solution aqueuse saturée de 
potasse caustique — se solidifie. La solution alcoolique surnageante est 
décantée et distillée. Aprés avoir chassé l’alcool a la pression ordinaire 
on distille dans le vide. Pour séparer complétement l’amine de la potasse 
caustique restante il est nécessaire de porter la température du bain a 300°. 
Le distillat est ensuite versé sur de la potasse caustique, chauffée préalable- 
ment dans le vide jusqu’a 300°, et rectifié. Le produit passe intégralement 
a la température de 108° sous un vide de 0.7 mm et se solidifie dans le 
tube récepteur. Point de fusion: 41°—42°, 


Analyse: Semimicrokjeldahl. 
N 


quantité de substance _—-vol. HCl 100 J No trouvé 
10-0115 lege, SOE) Ge 37,07 
2) 0.01707 gr. 4916. Ce 37.08 
3) 0 009 Tar: 24.21 ece BieL i, 


Calculé pour C(CH,NHg2)4. HO: 37.33 % No. 


Afin d’obtenir le produit complétement anhydre nous |’avons distillé sur 
du sodium métallique. Toutefois ce traitement provoque la décomposition 
de l’amine. 


Dérivé tétraacétylé de l’amine: C(CH,NHCOCHsS),. 

10 gr. du bromhydrate sont additionnés de 7.2 gr. d’acétate de soude 
et de 100 cc d’anhydride acétique. Aprés ébullition du mélange durant 
deux heures on essore le produit solide. On sépare anhydride acétique 
par distillation et on extrait le dérivé acétylé au chloroforme. Aprés avoir 


chassé le dissolvant on distille dans le vide, Point d’ébullition 72,5°—73° 
sous 2 mm. 
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Le produit blanc cristallin fond a 60°. 


Analyse: 
1) substance 3.172 mgr. volume d’azote 0.512 cc & 765 mm et 21°. 
2) . / mgr: Pe pee O92 ee an 57 5 min et 20°, 
% Noe trouvé: 1) 18.79 2) 13572. 


Calculé pour C(CHsNHCOCH,) 4 : 18.66 %. 


La tétrauréine correspondante a la pentaérythrite: 
C(CHSNHACONM.) a 


5 gr. de bromhydrate sont dissouts dans 100 cc d’eau renfermant en 
suspension 7 gr. de cyanate d'argent fraichement préparés, Le mélange 
est agité mécaniquement. Aprés une quinzaine de minutes le liquide 
surnageant ne renferme plus d'ions de brome. L’excés d’ions d'argent est 
précipité par lhydrogéne sulfurée et la solution est évaporée. Le résidu 
(environ deux grammes) est recristallisé de l’alcool 4 50 % jusqu’a point 
de fusion constant. 

P. F, 230° avec décomposition. 


Analyse: 
1) substance 2.166 mgr. volume d’azote 0.688 cc 4 750mm et 18°. 
2) . 2182 mgr, pe 0698 cea, 744 mm et 20°5: 
% No trouvé: 1) 36.5 D645 


Calculé pour C(CH2,NHCONH») 4,4 : 36.84 %. 


Carbonate de l’amine: |’amine libre se carbonate trés vite a l’air. Ce 
sel s’obtient facilement par l’action de l’anhydride carbonique sur une 
solution de la base dans l’alcool. Le sel est complétement insoluble dans 
ce dissolvant et également peu soluble dans l'eau. Point de fusion 125° avec 
dégagement de COs. 


Analyse: 
1) substance 2.776 mgr. volume d’azote 0.537 cc a 751 mm et 22°. 
2) , 2,68 (mgr. 4, ey 0544 ce a 742 am vet 22. 
% No trouvé: 1) 22.12; 2) me o5. 


Calculé pour C(CH.NH»)42H2.COs ; PAL sol %. 


Combinaison de l’amine avec le chlorure mercurique: 

Une solution alcoolique de I’'amine, additionnée d'un léger excés d’une 
solution de chlorure mercurique également dans I’alcool donne un précipité 
blanc cristallin. 

L’excés de chlorure est enlevé par des lavages successifs a l'eau bouillante 
et a l'alcool. Le produit est insoluble dans I’alcool et trés peu soluble dans 
l'eau. L’analyse montre que le produit renferme deux molécules de chlorure 


mercurique. 
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Analyse: 
a) Azote: 1) Subst. 3.559 mgr. Vol. d’azote 0.27 cc a 743 mmet 21°. 
2 et a2 Onan, » 0.335 ee a (54 mm et 22... 
% Ne trouvé: 1) 38.61 Dye Seoo: 


Calculé pour C(CH2NHe)4 2HgCl : 8.30 %. 
b) Mercure: 1) 0.05025 gr. — HgS: 0.03487 gr. 
2) 0.04573 gr. == a, 00818 2g 
% Hg trouve: 1) 59.8; 2) 59.9 —= Caleulée: 59-4. 


Les analyses ont été faites par Melle Dr. Y. DESIRANT au laboratoire de 
microanalyses organiques. 


Summary. 


The authors described the tetraacetyl- and tetraureum derivatives, the 
carbonate and the HgCly compound of tetraminotetramethylmethane. The 
pure free tetraminemonohydrate was found to be a white crystalline solid, 
melting at 42° C. 

Universiteit te Gent 
Laboratorium voor organische scheikunde. 


Chemistry. Les dérivés aminés de la pentaérythrite. II] 1). Le dioxy- 


diaminotétraméthylméthane. Par F. Govarert et M. BEYAERT. 
(Communicated by Prof. P. E. VERKADE.) 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


Pour l’obtention de ce dérivé diaminé de la pentaérythrite nous avons 
suivi deux méthodes différentes. Dans la premiére nous avons fait réagir 
la dibromepentaérythrite sur une solution alcoolique d’ammoniaque. Cette 
méthode ne conduit pas a l’obtention de l'amine ou d'un sel de celle-ci. 
Le produit de la réaction est constitué en effet d'un mélange d’amines dont 
il est impossible d'isoler la diamine sous forme d'un de ses sels. Ceci 
provient comme nous avons pu le montrer ultérieurement du fait que tous 
les sels d’acides minéraux sont extrémement solubles dans l'eau. C'est 
pourquoi nous avons acétylé le mélange des différents bromhydrates 
obtenus. En méme temps que l'acétylation des groupes aminés il se produit 
une élimination d’une molécule d'eau et l'on obtient le 3.3 diacétyldiamino- 
méthyl -oxacyclobutane 


CH, CH,NHCOCH; 
Sek 
CH, 


La constitution de ce produit a été déterminée chimiquement. Sous l’action 


\\cH;NHCOCH, 


d’un acide fort, concentré, l’acide bromhydrique p. ex., l'anneau oxacyclo- 
butane s’ouvre en méme temps que les groupes —NHCOCHs: sont 
saponifiés et on obtient le bromhydrate du 1.3 diamino—2 oxyméthyl— 
2 bromméthyl—propane: 


HOCH) CH,NH2. H Br 
PR 
Br CH, CH2NH2 ai Br 


Le second mode opératoire part du dioxaspiroheptane et permet, sous 
l'action d'une solution aqueuse d’ammoniaque, d’obtenir directement la 
diamine sous forme du monohydrate solide. Nous avons également prépare 
l'oxalate, le carbonate et le picrate de-la diamine. 


PARTIE EXPERIMENTALE. 


Préparation du dibromeméthylpropanediol: 
La méthode de préparation décrite par ZELINSKy 2) fut modifiée légére- 


1) Les dérivés aminés de la pentaérythrite II: Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wet., 


Amsterdam, 42, 637 (1939). 
2) ZELINSKY, Berichte 46, 163 (1913). 
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ment. Au lieu d’employer une solution d’acide bromhydrique saturée a yey 
nous avons pris l’acide concentré de Merck a 66 % et chauffé en tube 
scellé durant 12 heures 4 140°. Le produit de la réaction est concentré aussi 
fort que possible au bain marie dans le vide de la trompe. Ensuite on distille 
le produit dans le vide prononcé. Il ne se produit de cette facon aucune 
décomposition et on obtient aussitét la bromhydrine sous forme d'un produit 
cristallin absolument blanc, libéré des impuretés fortement colorées, pro~- 
duites dans la réaction et qui autrement étaient fort difficiles a enlever lors 
de la purification. 

Le produit distillé est extrait a l'eau bouillante. La dibromhydrine passe 
en solution et recristallise par refroidissement. Une petite quantité de 
tribromhydrine est enlevée facilement aprés une seule cristallisation du 
benzéne. On obtient de cette fagon un produit absolument pur fondant a 
111°. Le rendement est de 50 %. Dans cette réaction il se forme toujours 
— comme nous avons pu le montrer — a cété de la di- et tribromhydrine, 
une petite quantité de monobromhydrine 1). 


Action de l’ammoniaque alcoolique sur la dibromepentaérythrite: 

On prépare a 0° une solution de 40 gr. d’ammoniaque dans 250 cc 
d'alcool a 98 %. On y ajoute 20 gr. de dibromepentaérythrite et ce mélange 
est chauffé a l’autoclave durant 10 heures a une température de 150°. 
L’excés d’ammoniaque et la plus grande partie de l’alcool sont séparés par 
distillation. Il se sépare alors une grande quantité de bromure d ammonium. 
Ce sel peut étre éliminé intégralement par addition d’acide bromhydrique 
concentré, Néanmoins il n'y a pas moyen d’obtenir une cristallisation de 
bromhydrate d'une amine. L’emploi d'autres acides minéraux ne conduit 
pas non plus a des produits cristallisés. On obtient chaque fois méme par 
évaporation dans le vide un produit visqueux qui devient relativement sec 
au bain marie, mais qui se liquéfie 4 nouveau par refroidissement 4a l’air. 
Dans le but de séparer l’amine libre le produit d’évaporation fut traité par 
un excés de soude caustique et distillé 4 la vapeur d’eau. II se produisit un 
fort dégagement d’ammoniaque et le distillat était tout a fait exempt de 
substances organiques. 

Liemploi de la méthode suivie pour l’obtention de la tétramine libre ne 
conduit pas non plus a un résultat, En effet sous l’action d’une solution 
alcoolique de potasse caustique on obtient tout comme avec une 
solution aqueuse une décomposition du produit aminé avec dégagement 
d’ammoniaque. 


Acétylation du produit de la réaction: 

Devant l'impossibilité d’obtenir un produit défini par les méthodes 
précédentes, le produit de la réaction de l'ammoniaque sur la dibromhydrine 
(20 gr. comme pour les autres essais) fut séparé de l'ammoniaque en 


1) Voir notamment Natuurw. Tijdschr, 21, 29 (1939). 
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excés, acidifié et évaporé aussi loin que possible. Le résidu, additionné 
de 13 gr. d’acétate sodique fut chauffé pendant quelques heures avec 100 cc 
d'anhydride acétique fraichement distillé. Tout le produit se dissout et la 
solution se colore légérement en brun. Aprés séparation de l’anhydride 
acétique et de l’acétate et du bromure de sodium on obtient par distillation 
dans le vide un produit qui passe sous ;!; mm a 79°—80° et qui se solidifie 
aussitét dans le tube du réfrigérant. Ce produit est le 3.3 diacétyldiamino- 
méthyl -oxacyclobutane: 


CaN ee 
O C 
\cH,% \cH;NHCOCH, 


Ce dérivé est soluble aussi bien dans l'eau que dans tous les dissolvants 
organiques. On le recristallise facilement de l’éther de pétrole 60°—70°. 
On l’obtient de ce dissolvant sous forme de trés fines aiguilles fondant 
a 79°. Le produit est assez volatil, ce qui s’explique par la présence de 
l’anneau oxacyclobutane. Aussi est-il facilement purifiable par sublimation. 


Analyse: Dosage d'azote: 
I) Subst. 5.382 mg: vol. d'azote-0/407 ce’ a 764 mm et 20°. 
2) eo eos Oamig. «5, rr U40lMcc a /64-mim. et 22>. 
Poids moléculaire: subst. 15.9 mg.; benzéne: 2.811 gr., At: 0.075. 
pO O16 migs 54 aes ee Oto, 
Vo Noetrouve: 1.)°14.09; 2) 113.90; P.M. trouve: 1)- 194; 2) 196.8. 


CH CH,NHCOCH 
eed 2 3 


Caen arms are :0/, N,: 14,00; P.M. : 200. 


\ cH” \cH,NHCOCH; 


Lorsque tout ce produit a passé a la distillation (environ 15 % par 
rapport a la bromhydrine mise en oeuvre) il distille entre 100° et 140° 
sous un vide de ;3, mm un mélange huileux de dérivés acétylés dont nous 
n’avons pu extraire jusqu ici un produit défini. 


Bromhydrate du 2 oxyméthyl—2 bromeméthyl—1.3 diaminopropane: 
Br CH,” \cH NH » al Be, 


La constitution du dérivé acétylé a été confirmée par voie chimique. A cet 
effet il suffit de faire bouillir le produit pendant quelque temps avec de 
l'acide bromhydrique a 48 %. A cété de la saponification on obtient 
l’ouverture de l’'anneau oxacyclobutane avec fixation d'une molécule d’acide 
bromhydrique. Quand cette opération est faite en solution suffisamment 
concentrée on obtient aussitét aprés refroidissement une cristallisation du 
bromhydrate sous forme de petites paillettes. Ce sel est peu soluble dans 
l'alcool, trés fort soluble dans l’eau mais facilement recristallisable d'une 
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solution d'acide bromhydrique. I] fond a la température de 246° avec 


décomposition. 


Analyse: a) Azote: 
1) Subst. 4.513 mg. vol. d’azote 0.313 cc A 755 mm et 23°. 
2) Se Speed ease cy 5) 0395. ce a /53 mm rete 23—. 
b) Brome: 
2.875 mg. de subst.; NaOH de N : 0.0108 : 2.416 cc. 
% N, trouvé: 1) 7.94; 2)°8.13. Go Bro - 67.14 7a, 
Calculé pour C;H,;3;ON,..2HBr : % No 7.8 %; % Bre 66.85. 


En ce moment nous avons pu confirmer encore davantage la constitution 
des deux produits qui précédent par le fait que nous sommes parvenus a 
les synthétiser suivant une voie chimique tout a fait différente. Cette étude 
fera l'objet d'une publication ultérieure. 

Comme il ne fut pas possible d’arriver directement a la diamine de la 
pentaérythrite en partant de la dibromhydrine et d’une solution d’ammoni- 
aque et que d’autre part plusieurs expériences, faites avec de l’ammoniaque 
liquide a différentes températures, ne conduisirent pas non plus a l’obtention 
de cette amine, nous avons employé comme point de départ dans nos 
essais suivants le dioxaspiroheptane: 


ee ame 
Ne 


Préparation du dioxaspiroheptane: 


Pour l’obtention de ce produit nous avons suivi la méthode de BACKER 
et KEUNING !) c.a.d. par l’action de la potasse caustique sur une solution 
alcoolique de la dibromhydrine. Toutefois au lieu d’ajouter un excés d’un 
tiers de la potasse caustique nécessaire, nous n’avons employé que la 
guantité théorique. En opérant de la sorte on n’augmente pas, il est vrai, 
le rendement en dioxaspiroheptane, mais on obtient une assez, grande 
quantité d’un second produit au sujet duquel nous comptons sous peu faire 
une communication, 

Dans plusieurs essais nous avons essayé d’améliorer le rendement en 
dioxaspiroheptane en faisant varier la température ou le milieu de la 
réaction, toutefois sans résultats. Dans aucun cas nous ne sommes parvenus 
a dépasser le rendement obtenu par les auteurs hollandais, A savoir 25 %. 

Le dioxaspiroheptane distillé est toujours souillé d’une petite quantité 
de produits huileux; cependant ceux-ci sont facilement éliminés par une 
recristallisation de l’éther de pétrole 60°—70°. 


Action de l’eau sur le dioxaspiroheptane: 
1 gr. de produit est chauffé en tube scellé & 150°—160° avec 15 cc 


') H. J. BACKER et K. J. KEUNING, Rec. trav. chim, 53, 812 (1934). 
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d’eau durant 24 heures. La solution obtenue est incolore et abandonne par 
refroidissement une petite quantité de pentaérythrite. Aprés évaporation 
de la solution on obtient 1.3 gr. de ce produit. La réaction, avec ouverture 
des deux anneaux, est donc quantitative. 


Action de l’ammoniaque liquide sur le dioxaspiroheptane: 

1 gr. de dioxaspiroheptane, additionné de 50 cc d’ammoniaque liquide 
et laissé a l’autoclave durant cing jours a la température ordinaire, est 
retrouvé intact. Aprés chauffage a 100° le produit reste encore inattaqué. 

En chauffant durant 24 heures a 150° on obtient une légére décom- 
position mais la plus grande partie du dioxaspiroheptane se trouve 
inchangée. 

Finalement a 200° le produit est complétement décomposé avec formation 
de produits bruns a odeur désagréable, dont il était impossible d'isoler une 
substance définie. 


Action d’une solution aqueuse d’ammoniaque—Préparation de la 
diamine: 

1 gr. de dioxaspiroheptane dissout dans 12 cc de solution d’ammoniaque 
saturée a 0°, est chauffé a 190° durant 12 heures. Le produit de la réaction 
est complétement incolore. On sépare prudemment par distillation et aussi 
loin que possible l’'ammoniaque et l’eau. Le résidu d’évaporation ne contient 
plus d'ions NH, et montre vis-a-vis du tournesol une réaction fortement 
alcaline. 

En neutralisant par l’acide chlorhydrique ou l’acide bromhydrique il 
n était pas possible d’obtenir un sel cristallisé, tellement ces produits sont 
déliquescents. 

En faisant arriver un courant d’acide chlorhydrique dans une solution 
dans l'alcool absolu du résidu alcalin, evaporé aussi loin que possible, on 
parvient a obtenir un précipité cristallin qui, toutefois, devient pateux en 
présence de la moindre trace d’humidité. C’est pourquoi nous avons distillé 
le résidu alcalin afin d’obtenir immédiatement la diamine libre. En chauffant 
a 200° sous un vide de 0.002 de mm le produit distille et se condense de 
suite dans la partie supérieure du ballon distillatoire, sous forme de 
cristaux vitreux. Ce produit, le monohydrate du dioxydiaminotétraméthyl- 
méthane, est obtenu avec un rendement de 78 %. Il est fort hygroscopique, 
soluble dans l’alcool absolu mais insoluble dans n'importe quel autre 
dissolvant organique. Il présente une réaction fortement alcaline et ne 
donne pas le moindre précipité avec le réactif de Nessler. Le chlorhydrate, 
bromhydrate, iodhydrate, sulfate et nitrate sont extrémement déliquescents 
a l'air de sorte qu'il est fort difficile de les préparer a ]'état cristallin par 


les méthodes habituelles. 


Analyse: 
Etant donné que l’hydrate de l’amine, comme la plupart des sels, est 
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déliquescent 4 l'air, les analyses ont été faites sur une solution aqueuse, 


renfermant 30.87 % de produit. 
Azote: 1) solution 10.22 mg. vol. d’azote 0.486 cc a 764 mm et 21°. 


2) ‘ G.22emG. see " 0.295 cc a 766 mm et 225°, 
Poids moléculaire: 1) 6.124 mg. de la solution (1.890 mg. de produit) 
N 


neutralisent 0.2475 cc HCl 100 


2) 7.511 mg. de solution (2.318 mg. de produit) neu- 
tralisent 0.303 cc HCl ~ 


00 
Trouve (Now) .56;72)ma 2 
( Poids moléculaire: 1) 152.6; 2) 153. 


HOCH» JN? 
Calculé pour Scc ~H,O : lp Ne 25.68; PM 152) 


Préparation de quelques sels de la diamine: 


1) Oxalate: A une solution aqueuse ou alcoolique de l’amine on ajoute 
un excés d'une solution alcoolique d’acide oxalique. Au moment méme du 
mélange il ne se forme pas de précipité, mais, aprés quelques minutes 
l'oxalate acide se dépose a l'état cristallin. Ce sel est recristallis¢ en ajoutant 
de l’alcool a une solution aqueuse. II] cristallise alors lentement sous forme 
de belles petites aiguilles. Le produit, qui fond a 168° avec décomposition, 
fut séché a 105° et 0.03 mm et analysé. 


Analyse: 
L)> “Subst, 4.019 mgq- vol-diazote 0.911 ce a 75 /mmectn20—, 
2) 62.908 mg. 5, 5 0.230 2ce a -75/amampet 19 5 


Calculé pour: C5H,,O.No . 2C,.H.O,4 : 8.92 % No. 
Trouvé: 1) 8.96; 2) 8.98. 


2) Picrate: Ce sel est obtenu en ajoutant 4 une solution aqueuse de 
l'amine une solution d’acide picrique dans le méme dissolvant. Par recristal- 
lisation de l'eau on J'obtient sous forme d’aiguilles d'un jaune doré, Le 
produit est plus soluble dans l’alcool que dans l'eau; séché 4 105° sous 
0.03 mm il fond a 223° avec décomposition. 


Analyse: 
1) Subst. 2.406 mg. vol. d’azote 0.396 cc a 757 mm et 22.5°, 
2) oy NE cate, © O-435 scerasb38omim, et, 24°, 


Trouvé % No: 1) 18.93; 2) 18.84. 
Calculé pour (CH,OH),C(CH NHs)s ‘ 2CgH.(NO,),0H 216,92 %, 


3) Carbonate: La diamine se carbonate trés vite A l’air. On obtient 
facilement ce sel en faisant arriver un courant d’anhydride carbonique dans 
une solution alcoolique de l’amine. Le carbonate est pratiquement insoluble 
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dans ce dissolvant et précipite a l'état cristallin, Ce fait. dailleurs, nous 
a permis de déterminer le rendement en diamine. Au dépens de 0.5 gr. de 
dioxaspiroheptane nous avons obtenu 0.64 gr. de carbonate ce qui cor- 
respond a un rendement de 78 %. 

A la température de 164° le carbonate abandonne ‘anhydride carbonique 
et on obtient de nouveau le monohydrate de l’amine a l'état de pureté. 

Non seulement donc le carbonate est un sel de l'amine facilement 
maniable, mais de plus en passant par lui, nous disposons d’une méthode 
élégante de purification de la base. 

Tout comme l'oxalate, ce sel peut étre purifié en ajoutant a une solution 
aqueuse concentrée de ce produit une forte quantité d’alcool. 


Analyse: Azote: (Sémimicrokjeldahl) 


l) Subst. 0.02445 gr. — Vol. HC! ~ Doe Dace, 
2) ee OLOLS59O8 gr. == 5.0 HG) N 4919 ee, 
100 


Poids moléculaire: 
1) 5.817 mg. neutralisent 6.93 cc Gs 
N 
2) 1054 me: _ Pe /ace TAC 100° 
drouvesgo: Nor! 16.5% 2) 16.7; Pav. 1) 167.552) 166. 
Galeme pour (C.11,,O.N.)oo.C Os: No = 16.9 Yor Pb. M.: 165. 
Les résultats d’analyse montrent donc que nous avons a faire a un 
carbonate basique de la diamine. 
Les analyses ont été faites par Melle Dr. Y. DESIRANT au laboratoire de 


microanalyses organiques. 


Summary of Results. 


By the action of alcoholic ammonia on bisbromopentaerythritol we 
obtained, after acetylation of the reaction product, in a low yield the 
3.3 diacetyldiaminomethyl—oxacyclobutane: 


oo Ae 


Nou” \\cH,;NHCOCH; 


CH ,NHCOCH3 


At room temperature bisbromopentaerythritol does not react with 
liquid ammonia, but at 100° C. it is converted entirely. We were not able 
however to separate a definite product from the reaction mixture. 

We examined the action between pure NH3 and dioxaspiroheptane at 
different temperatures. Up to 100° C. the dioxaspiroheptane is left unat- 
tacked and at higher temperatures we only could state a decomposition. 

The dioxydiaminotetramethylmethane (CH,OH), C(CH,NHg).> could 


finally be prepared by the action of, at 0° saturated, aqueous ammonia on 


Proc, Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLH, 1939. 43 
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dioxaspiroheptane at 190° C., with a yield of 78 %. It could be isolated 
by distillation in the high vacuum as the monohydrate, which is a crystalline 
product. It deliquesces at the air, just as the hydrochloride, -bromide, 
-iodide, sulfate and nitrate, which salts cannot be obtained crystallized in 


the usual manner. 
We characterized this diamine further as the oxalate, picrate and 


carbonate. 
Universiteit te Gent 


Laboratorium voor organische scheikunde. 


Anatomy. — Ueber den Faserverlauf in den optischen Bahnen bei 


Amphibien. Von W. F. H. Stréer. (Communicated by Prof. 
H. M. DE BuRLeET.) 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


Wenn auch im allgemeinen der Verlauf der optischen Bahnen bei 
Vertretern verschiedener Wirbeltierklassen gut bekannt ist, so bleiben 
doch mehrere Einzelfragen noch zu beantworten. Die Verteilung der 
Fasern aus den verschiedenen Quadranten des Auges innerhalb der 
Bahnen im Gehirn ist noch wenig untersucht worden. Und doch ist diese 
von Bedeutung, weil die vordere und hintere Augenhalfte in physiolo- 
gischer Hinsicht grosze Unterschiede zeigen. Bei dem sogenannten optoki- 
netischen Nystagmus folgt zuerst das Auge, dann der Kopf und schlieszlich 
der ganze Korper der Richtung von schwarzen und weiszen Streifen, welche 
um das Versuchstier herumgedreht werden. Es laszt sich nun zeigen, dasz 
ein Auge nur die von temporal nach nasal bewegenden Streifen folgt und 
nicht die Bewegung von nasal nach temporal. 

Nur bei den Saéugern, ist die Verteilung der Netzhautquadranten auf 
das Corpus geniculatum laterale, auf die Area striata usw., vor allem durch 
die schénen Untersuchungen von BROUWER, ZEEMAN und ihren Mit- 
arbeitern, genau bekannt. Von den iibrigen Vertebraten liegt iiber die 
Fische eine kurze Notiz LUBSEN’s vor. In all diesen Untersuchungen 
wurde mit der Degenerationsmethode gearbeitet. Kleine Defekte wurden 
in der Retina oder in der Area striata angebracht, und die dadurch erzielte 
Faserdegenerationen wurden mit Hilfe der Marcui-Methode untersucht. 

Die deskriptive Methode, die bei der Beschreibung der gréberen Ver- 
haltnisse im Zentralnervensystem so viel geleistet hat, musz hier jedoch in 
gewiszer Hinsicht scheitern. 

Der Verlauf der verschiedenen Fasersysteme im Chiasma opticum bietet 
zu komplizierte Bilder als dass man sie durch die Betrachtung von 
Querschnittsbildern alleine analysieren kénnte. Neben den zahlreichen sich 
kreuzenden optischen Fasern treffen wir ja hier ausserdem die supra- und 
postoptische Kommissur. 

Die deskriptive Methode laszt sich nur mit Erfolg anwenden, wenn 
Serien, in verschiedener Richtung geschnitten, vorhanden sind. Vor allem 
braucht man aber einaugige Tiere. 

In unserem Institut sind nun eine Anzahl von einaugigen Exemplaren 
yon Triturus taeniatus vorhanden. Bei sehr jungen Embryonen (St. 34—50 
der N.T. von GLAESNER) wurde die Augenanlage extirpiert. Obwohl viele 
im ersten Monat zu Grunde gingen, konnte doch eine Anzahl 3—12 
Monate nach der Metamorphose aufgezogen werden. Sie wurden dann 
dekapitiert und fixiert. Die Kopfe dieser Tiere wurden teils in Celloidin 

ao 
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eingebettet und die Schnitiserien auf Markscheiden gefarbt (Haematoxylin- 
Eosin, WEIL); teils wurden Silberimpregnationen nach BIELSCHOWSKY ') 
angewendet und die Képfe in Paraffin eingebettet. Als Schnittrichtung 
wurde neben den iiblichen (transversal, sagittal und horizontal), auch noch 
die schrage Richtung benutzt. An diesen Schnittserien wurde der Verlauf 
der optischen Fasern untersucht; fiir die Verhaltnisse im Chiasma sind 
besonders Sagittalschnittserien, fiir die im Tractus opticus insbesondere 
Horizontalschnittserien geeignet. Von einer gut gelungenen Sagittalschnitt- 
serie eines eindugigen, nach BIELSCHOWSKY impragnierten Kopfes, wurde 
jeder Chiasmaschnitt auf eine Glasplatte gezeichnet. Wurden die Platten 
nun in guter Anordnung aufeinander gelegt, so erhalt man einen Eindruck 
des Faserverlaufes an der Kreuzungsstelle. Dieser wurde an mehreren 
Schnittserien (auch transversale und horizontale) kontrolliert, und es 
wurde schlieszlich ein Modell des Faserverlaufes mit Hilfe von Kupfer- 
draht zusammengestellt (Abb. 2), wobei ein schon friiher von Herrn cand. 
med. NIJBOER angefertigtes Gehirnmodell fiir die Orientierung der iibrigen 
Verhaltnisse benutzt wurde. In Abb. 1 sieht man eine Zeichnung des 
Medianschnittes dieses Wachsmodelles. Die durchschnittenen Teile sind 


C. geniculatum 


N. Belloner Comm. posterior 
Comm. habenularum 
N : 


Telenc. 


Lam fermi 


Comm. anterior WN. eclomamm. 


Fig. 1. Medianschnitt des Gehirns von Triturus taeniatus, zur Orientierung iiber 
die Lage der optischen Bahnen. 


gestrichelt. An der linken Seite der Abbildung befindet sich das rechte 
Telencephalon. Durchgeschnitten sind dorsal: die Commissura habenu- 
larum, die Commissura posterior, das Tectum opticum; ventral, die Lamina 
terminalis, die Commissura anterior, das Infundibulum und die Medulla 
oblongata. Man sieht wie die optischen Fasern alle im Chiasma iiber- 
kreuzen, danach durch die weisze Substanz des Diencephalon aufsteigen 
und im Tectum opticum enden, wahrend ein kleinerer Teil nach der Uleber- 
kreuzung in horizontaler Richtung verlauft und im Nucleus ectomammillaris 
endet. 

Die optischen Fasern lassen sich in verschiedene Teilstrecken einteilen: 
10. die Retina-Biindel im Auge, 2°. der Nervus opticus, 39. das Chiasma 
opticum, 4°, der Tractus opticus, 59. das Tectum opticum und der Nucleus 


1) Im histologischen Institut der R. U. Utrecht unter Leitung von Prof. J. BOEKE, 
hat Dr. AKKERINGA uns diese Methode gelehrt, wofiir wir diesen Herren auch hier 
herzlich danken méchten. 
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ectomammillaris als Endstellen. Jede Teilstrecke soll jetzt kurz besprochen 
werden. 


1. Retina-Biindel. Wie RAMON y CajaL fiir Rana beschreibt, vereinigen 
sich die Axonen der Netzhautganglienzellen, zu Biindeln, die nach der 
Austrittstelle des Nervus opticus hin, convergiren. Auch bei Triturus sieht 
man ubereinstimmende Bilder. Nicht alle Biindel gehen als gesonderte Ge- 
bilde in den Sehnerv iiber, denn perifer, in der Nahe der Ora serrata sind 
viele, bei der Austrittstelle nur wenige vorhanden. Sie vereinigen sich von 
perifer nach zentral paarweise. In vielen Augen konnten wir feststellen, 
dasz zentral ungefahr 16 Biindel vorhanden sind, die sich in zwei Haupt- 
gruppen vereinigen, bevor sie im Sehnerv iibergehen. Jedes dieser Biindel 
enthalt also die Fasern aus einem Sektor der Retina. Es laszt sich sehr 
genau bestimmen, aus welchem Teil der Retina eine bestimmte Fasergruppe 
herstammt. Es zeigte sich, dasz von den erwahnten zwei Hauptgruppen die 
eine zum vorderen (A) und dorsalen (D); die andere zum hinteren (P) 
und ventralen (V) Teil der Netzhaut gehért. 

Weil keine von unseren Schnittserien die Medianlinie eines Auges genau 
senkrecht durchschnitt, war es nicht mdglich die Grenze beider Territorien 
im Auge genau zu bestimmen. Wir erhielten den Eindruck dasz diese 
Grenzlinie, mehr in einer vertikalen, als in einer horizontalen Ebene lag. 
In Abb. 2 wurden die Faserbiindel als Linien angegeben, wobei aus tech- 
nischen Griinden im ganzen nur 12 gezeichnet wurden, also drei aus jedem 
Quadrant. Diejenigen aus dem vorderen oder oralen wurden rot, aus dem 
dorsalen gelb, aus dem hinteren oder temporalen weisz, und die aus dem 
ventralen Quadrant blau gefarbt. Der Verlauf dieser Biindel im Auge 
wurde aus der Untersuchung vieler Schnittserien erschloszen. 


2. Nervus opticus. Der Sehnerv der Urodelen hat, wie STUDNI¢KA 
betont, einen sehr primitiven Bau; bei Necturus ist sogar im erwachsenen 
Zustand eine zentrale Héhle, genau wie beim Embryo, vorhanden. Bei 
Triturus liegen axial nur einige Kerne, Glia~-Elemente. In der Nahe des 
Auges sind nur einzelne Kerne vorhanden, in der Mitte des Sehnerven 
reihen diese sich aneinander und bei der Uebergangsstelle im Gehirn ver- 
mehren sie sich, erhalten eine zentrale Hohle (Recessus opticus) und 
gehen in den Nucleus praeopticus iiber. Die Nervenfasern liegen wie ein 
Mantel um diese zentralen Kerne und verlaufen parallel zu einander und 
zu der Langsachse des ganzen Nerven. 

Besonders klar kann man dieses an, in horizontaler Richtung zerlegten 
BIELSCHOWSKY-Schnittserien, beobachten. An dieser Stelle ist also von 
einer Verteilung in zwei Gruppen nichts zu sehen, doch bei der Ueber- 
gangsstelle im Gehirn treten sie wieder hervor. Die axial liegenden Kerne 
des in schrager Richtung transversal eintretenden Sehnerven, verschieben 
sich hier in dorsaler Richtung. Der Nervenmantel wird hierdurch in eine 
vordere und eine hintere Halfte aufgeteilt, die mit den in der Netzhaut 
vorhandenen Biindeln (DA und PV) iibereinstimmen. Das vordere Biindel 
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(DA) bleibt auf gleicher Hohe verlaufen, wahrend das hintere (PV) sich 
nach dorsal verschiebt. Den Verlauf dieser Biindel kann man am besten 
an Sagittalschnittserien, jedoch auch an Querschnitten, verfolgen. Nicht 
nur die Hauptbiindel, sondern auch die in der Retina vorhandenen Einzel- 
biindel, sind hier deutlich erkennbar. 


3. Chiasma opticum. Die Kreuzung der optischen Fasern im Chiasma 
ist, mit Ausnahme der Sduger, eine totale. Bei eindugigen Tieren lasst 
sich dieses sehr schén feststellen, denn die optischen Fasern sind nur an 
der Seite wo das Auge fehlt (ypsilateral) vorhanden. An der anderen Seite 
fehlen sie, weil das Auge extirpiert wurde, bevor die optischen Fasern sich 
entwickelt hatten. 

Diese einaugigen Tritonen, vor allem die sagittalgeschnittenen, sind, wie 
bereits betont, sehr geeignet um die schwierigen Verhaltnisse im Chiasma 
zu entwirren. 

Die schon erwahnten Einzelbiindel, beim Uebergang des Sehnerven ins 
Gehirn erkennbar, sind in einer Anzahl von etwa 16 oder 8 vorhanden. In 
einigen Schnittserien besteht anscheinend eine Tendenz noch einmal mit- 
einander, also zu etwa 8 Biindeln, zu verschmelzen. 

Diese Biindel sind mehr oder weniger in einer transversalen Ebene aus- 
gebreitet und folgen die hintere Grenze des Nucleus praeopticus sehr 
genau. Auf Quer-~ und Horizontalschnitten erhalt man sehr leicht den 
Eindruck, dasz die Fasern zum Teil im Nucleus praeopticus enden. 
Sagittalschnittserien zeigen, dasz dies nicht der Fall ist, doch dass diese 
Biindel sich nur genau der hinteren Kontur des Nucleus praeopticus 
anschmiegen. Man kann jedes Faserbiindel bis an der anderen Seite genau 
verfolgen. An der Eintrittsstelle sind etwa 16 Einzelbiindel vorhanden, 
nach der Ueberkreuzung teilen sie sich in zahlreiche feinere Faser- 
biindel auf und biegen in dorsaler Richtung um (Abb. 2). Im Chiasma 
laufen die Fasern aus dem hinteren temporalen (P) Netzhautquadrant am 
meisten dorsal, dann folgen nach einander die aus dem ventralen (V), die 
aus dem dorsalen (D), wahrend schlieszlich die Fasern aus dem vorderen 
oder oralen Netzhautteil ganz ventral liegen. (Abb. 3.) 

Von den iiberkreuzenden Fasern zweigen sich eine Anzahl etwa in der 
Medianebene ab, und biegen sich nach hinten in einer horizontalen Ebene. 
Sie bilden den Tractus opticus basalis oder Tractus opticus accessorius 
posterior. Auf Sagittalschnitten bekommt man den Eindruck, dass sie aus 
allen Teilen der Retina stammen. 


4. Tractus opticus. Nach der Ueberkreuzung verlaufen die Fasern in 
schrager Richtung dorsalwarts (Abb. 2). Sie ziehen an der Oberflache des 
Diencephalon entlang, wobei sie sich mehr oder weniger deutlich in zwei 
Gruppen von Biindeln aufteilen. Es laszt sich ohne Mihe zeigen, dass diese 
Hauptbiindel die Fortsetzung der schon im Chiasma wahrgenommenen PV 
und DA Abschnitte bilden. Ersterer liegt im Chiasma oben und verlauft im 
Diencephalon vorne: letzterer, im Chiasma unten, liegt im Diencephalon 


W. F. H. STROER: UEBER DEN FASERVERLAUF IN DEN OPTISCHEN 
BAHNEN BEI AMPHIBIEN. 


Fig. 2. Modell der optischen Bahnen des rechten Auges bei Triturus taeniatus, 

welches den Verlauf der Fasern der einzelnen Retinaquadranten zu verfolgen 

gestattet. Rot: vorderes Quadrant; gelb: dorsales; weiss: hinteres; blau: ventrales 
Quadrant. Den eingezeichneten Medianschnitt vergleiche man mit Abb. 1. 


Fig. 3. Dasselbe Modell, von vorne gesehen; die gestrichelte Linie entspricht 
der Medianebene. 


A 


Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. SLINL, WOES, 
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hinten. Auf Querschnittserien erhalt man den Eindruck, dass beide Haupt- 
biindel in der Nahe des Tectum opticum in einiger Entfernung von ein- 
ander liegen; als zwei getrennte Biindel sind sie auch in der Literatur 
beschieben. Horizontalschnittserien zeigen jedoch dass sie Teile eines 
einheitlichen Komplexes bilden. Die vordere Gruppe durchzieht zwei Neuro- 
pilverdichtungen (Corpus geniculatum laterale und Nucleus Bellonci), an 
welche Kollateralen abgegeben werden, Diese Neuropilverdichtungen sind 
bei einaugigen Tieren beiderseits vorhanden; es ist mdglich dass die ypsi- 
lateralen (d.h. an der Seite, wo das Auge vorhanden ist) kleiner sind als 
an der anderen Seite. 

Der Verlauf des Tractus opticus im Diencephalon von ventral nach 
dorsal laszt sich am Besten auf Horizontalschnittserien verfolgen. Unmittel- 
bar nach der Ueberkreuzung biegen die Fasern dorsalwarts. Die Faser- 
biindel, die in ihrem Verlauf im Chiasma in einer vertikalen Ebene gelegen 
waren, breiten sich bei dieser Umbiegung in der Langsachse des Dien- 
cephalon aus und kommen in Etagen zu liegen, Danach breiten sie sich 
an der Oberflache des Diencephalon aus. Im ganzen Verlauf des Tractus 
opticus bleibt die Reihenfolge der verschiedenen Retina~Quadranten im 
Chiasma, beibehalten. Beim Uebergang im Mesencephalon liegen die 
Faserbiindel nebeneinander. Die im Chiasma dorsalliegenden Fasern be- 
finden sich hier medial, und die ventralliegenden, lateral. Die urspriingliche 
Finteilung in PV und AD ist auch hier noch erkennbar. 

Bei der Beschreibung des Chiasmas wurden die abzweigenden Fasern 
des Tractus opticus basalis erwahnt..Diese vereinigen sich allmahlich und 
verlaufen in horizontaler Richtung nach hinten. 


5. Tectum opticum und Nucleus ectomammillaris. Die erwahnte Ver- 
teilung des Tractus opticus in zwei Hauptbiindel bleibt bis an deren Endi- 
gung im Stratum opticum des Mesencephalondaches erhalten. Der mediale 
Teil enthalt die Fasern aus dem temporalen und ventralen; der laterale, 
die aus dem oralen und dorsalen Augenquadrant. Beide Biindel splittern 
sich auf und verteilen sich iiber die weisze Substanz des Tectum opticum. 
Die Fasern aus dem temporalen Quadrant enden vorne, die aus dem 
ventralen dorsal, die aus dem oralen hinten und die aus dem dorsalen 
Quadrant ventral im Tectum (vgl. Abb. 2). Die Verteilung der Fasern 
in der Netzhaut wird also im Tectum opticum ganzlich umgekehrt. 

An einaugigen Tieren laszt sich der Einflusz der optischen Bahnen am 
Aufbau des Mesencephalondaches am deutlichsten nachweisen. An der 
Seite wo das Auge vorhanden ist, sind sowohl die graue als die weisze 
Substanz viel schwacher entwickelt als an der normalen Seite. 

Der schon erwahnte Tractus opticus basalis (Tractus opticus accessorius 
posterior) endet in einer Neuropilverdichtung (Nucl. ectomammillaris) in 
der unmittelbaren Nahe der Austrittstelle des Nervus oculomotorius. 
Bei eindugigen Tieren fehlt dieser Kern an der Seite, wo das Auge vor- 


handen ist, ganz. 
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Vergleichen wir jetzt unsere Ergebnisse mit denjenigen anderer 
Forscher, so finden wir einige Unterschiede. HERRICK hat bei Necturus 
und Amblystoma im Chiasma, sowohl als im Tractus opticus eine Ver- 
teilung in zwei Hauptbiindel beschrieben. Er spricht von einem Tractus 
opticus marginalis und einem Tractus opticus axialis. Es. ist “unserer 
Ansicht nach nicht richtig hier von zwei gesonderten Bahnen zu reden; 
ts liegt hier nur eine Verteilung eines einheitlichen Faserkomplexes, des 
Tractus opticus vor. Es scheint uns besser sie nur als PV~ und DA-Biindel 
des Tractus opticus zu bezeichnen, wobei angedeutet wird aus welchem 
Teil der Netzhaut die zugehérigen Nervenfasern stammen. 

Neben den hier erwahnten optischen Biindeln sind in der Literatur auch 
noch andere erwahnt worden. So hat Herrick bei den Amphibien und FREY 
bei Vertretern aus fast allen Vertebratenklassen optische Fasern beschrie- 
ben, die im Nucleus praeopticus oder im Hypothalamus enden sollten. 
FREY spricht sogar von einem Tractus opticus hypothalamicus dorsalis et 
ventralis. Auch in unseren Praparaten konnten wir das Vorhandensein von 
Faserbiindeln, genau mit denjenigen von HERRICK und FREY abgebildeten 
ibereinstimmend, feststellen. Doch glauben wir diese auf andere Weise 
deuten zu miissen. 

Die optischen Fasern im Chiasma folgen bei vielen Tierarten genau die 
hintere Begrenzung des Nucleus praeopticus. Letzterer liegt in einer verti- 
calen Ebene und hat in Horizontalschnitten eine nach hinten gerichtete, 
konvexe Form. Die optischen Fasern verlaufen weder genau in einer 
horizontalen, noch in einer queren Ebene. In Horizontal- oder Querschnitt- 
serien werden sie also immer durchgeschnitten, wobei sie anscheinend im 
Nucleus praeopticus enden. Sagittalschnittserien, auf welchen man jedes 
Einzelbiindel genau verfolgen kann, lehren jedoch das alle optischen 
Biindel iiberkreuzen, um schlieszlich in den Tractus opticus iiber zu gehen. 
HERRICK und Frey basieren ihre Beschreibungen vorwiegend auf Quer- 
schnittserien und kommen hierdurch zu der falschen Deutung, dasz die 
Fasern aus der Axialwurzel (unser PV-Biindel) in dem Nucleus praeopticus 
enden sollten. Unsere Sagittalschnittserien von eindugigen Tierén; unter 
welchen eine schéne BIELSCHOWSKY-Impregnierung, gestatten uns, diese 
Endigung, wenigstens fiir Triturus taeniatus, zu verneinen. Es bleibt natiir- 
lich méglich, dasz eine Verbindung der optischen Fasern im Chiasma mit 
dem Nucleus praeopticus durch Mittel von Kollateralén besteht, obwohl 
eine solche in unseren Praparaten nicht nachzuweisen war. 

Wir haben uns nun weiter bemiiht den Verlauf und die Verteilung der 
optischen Fasern im Sehnerv und im Chiasma von anderen Tierarten mit 
den Befunden von Triturus zu vergleichen. Deshalb wurden mehrere 
Schnittserien von normalen Tieren auf diese Fragen untersucht. Die 
meisten Kopfe waren in querer, einige jedoch in sagittaler Richtung, zerlegt. 
Untersucht wurden Schnittserien durch die Képfe von Teleostei (Ameiurus 
nebulosus — quer und sag.), Anuren (Pipa, Bufo pachypus, Bufo calamita, 
Hyla arborea, Bombinator pachypus — alle quer), Reptilien (Natter, 
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Chamaesaura, Lachesis, Anguis fragilis, Chersydrus, Lacerta, alle quer: 
ausserdem Sagittalschnittserien von Chersydrus und Lachesis und eine 
Horizontalschnittserie von Lacerta), Végel (2 Hithnerembryonen). 

Die meisten Schnittserien zeigen gut verstandliche Bilder. Bei den Quer- 
schnittserien wurden die Schnitte mit Hilfe von EDINGER’s Zeichenapparat 
gezeichnet und iibereinander projiziert. 

Der, bei der Besprechung der optischen Bahnen von Triturus taeniatus 
hervorgehobene Tatbestand, fand in all diesen Objekten eine prinzipielle 
Bestatigung. Bei allen liess sich der Nervus opticus bei seinem Austritt aus 
dem Auge in zwei Halften, PV und DA entsprechend, verteilen. 

Die Nervenfasern im Sehnerv bilden mehr eine einheitliche Masse, doch 
im Chiasma sind gewodhnlich zwei Biindel vorhanden, die einander 
meistens durchqueren und PV und DA entsprechen. Sehr grosz war die 
Uebereinstimmung bei den untersuchten Reptilien. Der Befund bei allen 
kann durch das gleiche Schema wiedergegeben werden. 

Von Anguis fragilis wurde mit Hilfe von Glasplatten eine Rekonstruktion 
hergestellt (Abb. 4A, B und C). Vom Auge her lassen sich die optischen 
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Fig. 4. A. Plastische Darstellung der beiden Componenten PV und DA im 
Chiasma, im Tractus opticus und im Tectum opticum, bei Anguis fragilis. 
B und C. Querschnittsbilder den gestrichelten Linien von Fig. 4 A. entsprechend. 


Fasern in den schon bekannten PV und DA Biindel einteilen. Diese Ver- 
teilung laszt sich im Chiasma und im Tractus opticus durchfiihren, wie die 
abgebildeten Querschnitte zeigen. (Abb. 4 B und C.) Die Biindel liegen 
zuerst untereinander (Abb. 4 C), doch kommen nach der scharfen Neigung 
medialwarts hintereinander zu liegen (Abb. 4 A. Am dorsalen Ende des 
Tractus opticus biegen die vorderen Fasern sich medialwarts, wahrend die 
hinteren weiter emporsteigen. Hierdurch kommt das vordere Biindel medial 
und das hintere lateral beim Uebergang in das Tectum opticum zu liegen. 
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Das vordere-mediale Biindel entspricht PV, das hintere-laterale DA unserer 
Triturus-Beschreibung. Verfolgt man die Fasern im Stratum opticum des 
Mesencephalondaches, so sieht man, dass das PV~-Biindel im medialen und 
vorderen Teil, das DA-Biindel im lateralen und hinteren Teil des Tectum 
opticum endet. Bei dieser Besprechung wurden die Fasern, die mit dem 
Corpus geniculatum laterale in Verbindung treten, auszer acht gelassen. 

In der Abbildung 4A sieht man auch noch die basale Opticuswurzel, 
die in horizontaler Richtung nach hinten verlauft, um schlieszlich im 
Nucleus ectomammillaris in der unmittelbaren Nahe der Austrittstelle des 
Nervus oculomotorius, zu enden. Anscheinend zweigt diese Wurzel sich 
nur vom DA-Biindel und nicht, wie bei Triturus, von allen Fasern ab. 

Diese Beschreibung trifft, wie schon erwahnt wurde, fir alle, von uns 
untersuchten Reptilien zu. Nur ist der Winkel in der Mitte des Tractus 
opticus bei der einen Art etwas scharfer, als bei der anderen. 

Auch bei Ameiurus und beim Huhn zeigt der Verlauf im wesentlichen 
die gleichen Verhaltnisse. Die Zweiteilung des einheitlichen Tractus 
opticus, kommt also bei allen untersuchten Vertebraten vor. Eine hypo- 
thalamische Wurzel wurde nicht angetroffen. 

Zusammenfassend kénnen wir also sagen, dasz bei den untersuchten 
Vertretern verschiedener Vertebratenklassen (Teleostei, Amphibien, 
Reptilien, Vogel) eine prinzipielle Zweiteilung der optischen Fasern vor- 
handen ist, Diese laszt sich im Auge, im Chiasma, im Tractus opticus und 
in der Verteilung der Nervenfasern im Stratum opticum des Mittelhirn- 
daches verfolgen. Die beiden Teile des optischen Faserkomplexes enthalten 
einerseits Nervenfasern aus der vorderen und dorsalen Halfte des Auges, 
andererseits aus der hinteren und ventralen Halfte. Die Verteilung dieser 
Fasern im Tectum opticum entspricht der von LUBSEN fiir Teleostei experi- 
mentell gefundenen Umkehrung; d.h. die vorderen oder oralen Augen- 
fasern enden hinten, die hinteren oder temporalen vorne, die ventralen 
medial und die dorsalen lateral im Mesencephalondach. 

Eine Endigung von optischen Fasern im Nucleus praeopticus (hypo- 
thalamische Optikuswurzel) wurde bei keiner der untersuchten Tierarten 
wahrgenommen. 
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Anatomy. — The Forebrain of Bony Fishes. By R. G. MEADER 1). (From 
the Netherlands Central Institute for Brain Research, Amsterdam, 
and the Section of Neuro-Anatomy, Yale University School of 
Medicine, New Haven, Conn.) (Communicated by Prof. C. U. 
ARIENS KAPPERS.) 


(Communicated at the meeting of June 24, 1939.) 


In the course of studying the forebrain of a teleost (Holocentrus), 
attempting to homologize its parts with those of other teleosts described in 
the literature, a general survey of the teleostean forebrain was found 
necessary. At the Central Institute for Brain Research examples of many 
of the genera previously described, as well as many others, made such a 
survey feasible. From this study it became evident that the wide variations 
in structural arrangement were largely responsible for the lack of agreement 
in the literature of the subject. It is the purpose of this paper to indicate in 
a preliminary way the homologies that can be established. 

It was possible, although with some difficulty, to classify the fishes in 
general groups based on the type of telencephalic variation. Not only are 
there great variations in the shape and position of the locally differentiated 
regions but the boundaries of the areas in some cases are so vague and 
indistinct that there is a transition from one to another. Moreover, there 
are few adequate criteria for determining what constitutes a nucleus or 
an area. The criteria used in making the schematic drawings for figure 
1 were those of topographical position, cell distribution and grouping, cell 
size and shape, fiber tract connections, and, finally, the impression obtained 
from the total organization of the region. This last factor is made up of 
the combined effects of the others plus the texture, constitution and density 
of the glial matrix and of the diffuse network of medullated and unmedul- 
lated fibers. In the preparations available of some of the genera, the 
medullated fibers and the cellular delineation permit the establishment of 
boundary lines but in many others the dearth of medullated fibers and the 
uniformity of cell size and distribution limit it. 

Diagrammatic illustrations of a few representative genera have been 
assembled in figure 1 to present some of the variations observed. They 
have been arranged so that the homology of apparently dissimilar areas 
may be recognized. These drawings were made from sections taken at a 
comparable level of the forebrain, i.e., at the level of the commissura 
anterior. 

It will be noted that, despite the differences, there is a common plan of 
structure fundamental to the variations that have been superimposed. The 
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AMIA CALVA 95¢m 


GADUS MORRHUA CYPRINUS CARP/O 


SCLEROPAGES FORMOSUS 


Fig. 1. Transverse sections of the forebrain of Amia and of 10 representative teleostean fishes to 
show the homologies of the cellular areas. The sections figured were selected from a level containing 
the commissura anterior, so that they are approximately comparable, The plane of section, however, 
was not exactly vertical in each case, and a small part of the variations may be attributed to this. 
Magnifications of the drawings: Amia calva 9.5 cm X 24, Amia calva adult * 11, Osmerus eperlanus 
X 20, Rhombus maximus X 13, Gadus morrhua X 6, Cyprinus carpio X 8, Carassius auratus X 18, 
Gymnotus electricus X 10, Scleropages formosus X 8. Mormyrus caschive X 19, Monopterus java- 
nensis X 13, Holocentrus vexillarius < 14. 
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OSMERUS EPERL ANUS 
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MONOPTERUS JAVANENS/S HOLOCENTRUS VEXILLAR/IUS 


Fig. 1. Abbreviations: a. ol. d., area olfactoria dorsalis; a. ol. d. dm., area olfactoria dorsalis pars 
dorsomedialis; a. ol. d. dl., area olfactoria dorsalis pars dorsolateralis; a. ol. d. 1, area olfactoria dorsa- 
lis pars lateralis; a. ol. 1, area olfactoria lateralis; a. ol. m., area olfactoria medialis; a. ol. s., area 
olfacto-somatica; a. som., area somatica. 
For the most part the drawings were made from WEIGERT—PAL preparations counterstained with 
paracarmine. The series of Amia, 9.5m, and of Scleropages were stained with haematoxylin and 
eosin, and that of Holocentrus was a WEIGERT-PAL series without counterstain. 
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homologous areas have been named according to the terminology suggested 
by HERRICK (1922) on the basis of the studies of KAPPERS, JOHNSTON, 
SHELDON, HOLMGREN, and others. According to HERRICK, the telencephalon 
of fishes can be divided roughly into medial, dorsal, and lateral olfactory 
areas, an olfacto-somatic area, and a somatic area. However much we may 
dislike the vagueness and the implications of such terms as “‘somatic’”’ in this 
connection, this systematized nomenclature has the virtue of simplifying 
the description. 

In general it may be said that the medial olfactory area (a. ol. m.) 
occupies most of the wall of the ventriculus impar while the dorsal olfactory 
area (a. ol. d.), with its dorsomedial (a. ol. d. dm.), dorsolateral (a. ol. d. 
dl.) and lateral (a. ol. d. 1.) divisions, covers the remaining part of the 
ventricular surface of the everted hemisphere. In the center of the forebrain 
lies the olfacto-somatic area (a. ol. s.). The poorly defined lateral olfactory 
area (a. ol. 1.) is situated ventrally in the region that has formed the axis 
about which the process of eversion has taken place. The area somatica 
(a. som.) is clearly represented in all forms by the oblique cellular column 
extending from the ventral surface of the forebrain at the level of the 
commissura anterior to the dorsal surface immediately rostroventral to the 
habenula. This column intersects the lateral forebrain bundle so that for 
some distance its cells lie among the fibers of the latter, justifying in this 
relationship the term nucleus entopeduncularis given it by SHELDON (1912). 
The other nuclear groups attributed to this area are less clearly 
recognizable. 

It is now possible to consider in more detail the modifications which 
these areas have undergone, and which have given rise to so many con-~- 
flicting descriptions and interpretations. The basal portion of the telen- 
cephalon medium is quite stable but the dorsal olfactory area and the 
olfacto-somatic area exhibit much diversity. 

Area olfactoria medialis (a. ol. m.). The greatest constancy of structure 
and position is found in this area. Its dorsal limit varies with the ventro-~ 
medial extent of the area olfactoria dorsalis pars dorsomedialis but it retains 
its usual position throughout the series of teleosts studied. Names such as 
nucleus precommissuralis, nucleus supracommissuralis, etc. have been given 
to parts of this area but they need not be discussed here. 

Area olfactoria lateralis (a. ol. 1.). Except in Amia, where it was clearly 
figured by JOHNSTON (1911) and KaApPERS (1907), this area is ill-defined 
and difficult to identify on other than topographical grounds. In larval 
Amia it lies rostral to the commissura anterior and touches the lateral 
surface of the forebrain at the point which becomes the axis about which 
the eversion of the hemisphere takes place. In the everted forebrain of the 
adult it thus lies along the medial lip of and dorsal to the fissura 
endorhinalis. In this position at the level of the rostral border of the 
commissura anterior, it is in the region of the fibers that converge to form 
the lateral forebrain bundle. In most of the teleostean genera examined 
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the region thus identified contains diffuse groups of cells scattered in no 
particular pattern and without distinct boundaries. 

Area olfactoria dorsalis (a. ol. d.). In some genera, e.g., Amia, Osmerus, 
Rhombus, the distinction of the three divisions of the dorsal olfactory area 
is much less easily made than in those genera where each has become 
characteristically differentiated, as in Gymnotus, Scleropages, Mormyrus, 
Monopterus, and Holocentrus. In some cases in which these divisions are 
clear there may be hyperplasia or further specialization of one or more of 
the divisions which further distorts or complicates the picture. Thus their 
relative size and position vary, as may be seen from figure 1. Individual 
sections are misleading, however, for though they have been selected from 
comparable levels, local hyperplasia leads to distortion or displacement of 
other areas. Consequently, it cannot be assumed that the relative sizes of 
areas seen in the figures here given are valid for the areas as a whole. For 
example, the pars dorsomedialis of Holocentrus is represented at the level 
of the commissura anterior by only a thin fibro-cellular layer because 
most of it has been pushed rostrad, where it expands laterad in front of the 
pars dorsolateralis and the area olfacto-somatica. In Monopterus, on the 
other hand, the same region is somewhat changed in shape but less so in 
position, perhaps due to the lesser degree of hyperplasia of adjoining areas. 

The other factor of local differentiation is seen in the pars lateralis of 
the dorsal olfactory area. In a few closely related genera (Scleropages, 
Mormyrus, Gnathonemus) three different nuclear masses are distinguish- 
able by the type and distribution of their cells. These were seen and 
clearly described by WESTON (1937), who anticipated but rejected the 
interpretation that they are specialized parts of one region. He considered 
the lateralmost of these cell groups (his nucleus a) to be the homologue of 
the area olfactoria dorsalis pars dorsalis or dorsolateralis, the medialmost 
to be the nucleus taeniae of SHELDON (1912), and the intermediate one to 
be a part of his pars lateralis displaced from the rest of it by the incursion 
of nucleus a. From the survey of the numerous teleostean genera available, 
including all of those figured by WESTON, it seems quite certain that his 
pars lateralis in Mormyrus and Gnathonemus is actually homologous with 
the pars dorsolateralis of other forms, not only because of its position but 
because of its fibrous and cellular organization as well. His nuclei, a, c, 
and taeniae are most reasonably interpreted as specialized parts of the area 
olfactoria dorsalis pars lateralis. A comparison of figure 1 with figure 5 of 
WESTON will illustrate, however, the similarities of our interpretations with 
regard to other genera. One source of apparent difference arises from the 
fact that his drawings, with a few exceptions, were taken from more rostral 
sections. 

Area olfacto-somatica (a. ol. s.). This area was not recognized by 
JOHNSTON (1911) in Amia, nor by HoLMGREN (1920) in Osmerus as other 
than part of what is here called the dorsal olfactory area. In the preparations 
of these genera available to me its identity is not clear, either, and the 
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designation is applied to the region beneath the dorsal olfactory area, where 
the cells are slightly larger and more sparse than in the tissue bordering 
the ventriculus communis. In the carp (Cyprinus carpio) and in the goldfish 
(Carassius auratus) it is possible to verify the observations of SHELDON 
(1912) concerning this area. In other forms, such as Gymnotus, Mormyrus, 
Monopterus, and Holocentrus, the area olfacto-somatica becomes more 
sharply defined by a heavy sheath of medullated fibers, from which are 
derived many of the constituents of the lateral forebrain bundle. The cells 
are larger and more sparsely distributed than in other forebrain areas and 
they lie among bundles of medullated fibers which traverse the area to 
converge toward the lateral forebrain bundle. In WEIGERT—PAL preparations 
of a great many genera the matrix of medullated nerve fibers and of glial 
fibers together gives a characteristically dense appearance to this area. 

In many fishes (Cyprinus, Gymnotus, Scleropages, etc.) there appear to 
be medial and lateral portions of this area associated with the overlying 
pars dorsomedialis and pars dorsolateralis, respectively, of the area 
olfactoria dorsalis. The line of division in most cases is not sharp and there 
are no fundamental differences recognizable between the two. 

The region just mentioned is quite diiferent from WESTON’s nucleus 5, 
which he considered to be a part of the olfacto-somatic area. The nucleus 
b lies more ventrally, in contact with the dorsal surface of the pars lateralis 
of the dorsal olfactory area. It is peculiar to a limited group of closely 
related fishes (Mormyrus, Gnathonemus, Scleropages) in which the area 
olfactoria dorsalis pars lateralis is uniquely differentiated. The nucleus b 
may be a part of that complex or an especially modified portion of the 
area olfacto-somatica. Further material is needed to clear up this point. 

Area somatica (a. som.) Aside from the column of cells described by 
SHELDON (1912) under the name nucleus entopeduncularis, the components 
of this area are difficult to determine. It is not yet clear that its connections 
justify the functional implications of the term “‘somatic’’, which JOHNSTON 
(1911, '12) suggested when he described it and pointed out that the nucleus 
entopeduncularis of SHELDON and that of GOLDSTEIN (1905) are not 
homologous. The nucleus of GOLDSTEIN, figured by him in Abramis, lies 
more caudally and ventrally than does that of SHELDON, and in a 
different plane, ie., it has a caudoventral inclination. The homologue of 
SHELDON’s nucleus is present in Abramis, however, (although it was not 
described by GOLDSTEIN) and its relation to the lateral forebrain bundle 
would justify the retention of the term entopeduncularis were it not 
preémpted by GOLDSTEIN’s earlier usage for another ganglionic unit. 

The cell group in question has been identified in every teleost examined 
for this study, except in the larval form of Amia. JOHNSTON (1911) found 
it there, also. It can be seen most clearly in sagittal sections, but is readily 
identified in sections in other planes. As mentioned before, it is a rod-like 
column of small, closely grouped cells oriented obliquely from the horizontal, 
touching the ventral surface of the forebrain at the level of the commissura 
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anterior, and reaching the dorsal surface just beneath and rostral to the 
habenula, i.e., at the point of attachment of the velum transversum. It is 
accompanied by a medium-sized tract of medullated nerve fibers, part of 
the stria medullaris. The other indefinite scattered groups of cells that 
JOHNSTON (1911) included in this area are present and are equally diffuse. 
JOHNSTON found optic fibers ending in the caudal region of the nucleus 
and considered it to be a rostral continuation of the dorsal column of the 
diencephalon with its optic character. He, therefore, considered it the 
somatic nucleus of the telencephalon. 


Fiber Tracts. 


As might be expected from the variations of the nuclear areas, there is 
considerable difference from genus to genus in the size and position of the 
fiber bundles. The following relations are generally true, however. 

Medial Olfactory Tract. The medial olfactory tract is composed of 
many smaller bundles, which arise chiefly but not exclusively from the 
medial part of the olfactory bulb. The larger part of the fibers passes into 
the region of the medial and lateral olfactory areas in the rostral basal 
portion of the telencephalon. Some of the fibers can be traced into the 
anterior commissure to reach the contralateral nuclei. Others extend into 
the region of the dorsal olfactory area. Both medullated and unmedullated 
fibers are present but their respective numbers vary with the genus. 

Lateral Olfactory Tract. The smaller contingent of fibers from the 
lateral aspect of the bulb is composed chiefly of myelinated fibers. They 
pass caudad and laterad along the wall of the sulcus externus (fissura 
endorhinalis) and finally spread out in typical fan-like fashion in the 
lateral and dorsolateral parts of the dorsal olfactory area and, to some 
extent, in the olfacto-somatic area. A few of these may end in the lateral 
olfactory area also. Some of them enter into the commissura anterior !). 

The posterior connections of the forebrain are mediated chiefly by the 
medial and lateral forebrain bundles. In addition to these large fiber 
systems, to which most of the nuclear areas are related either efferently or 
afferently, there are many smaller isolated bundles as well as diffuse 
reticular formations. 

Medial Forebrain Bundle. This is primarily a connection of the medial 
and, perhaps, the lateral olfactory areas and nucleus preopticus with the 
hypothalamus. It contains several groups of fibers that terminate or arise 
in such hypothalamic centers as the corpus glomerosum (nucleus anterior 
thalami and nucleus rotundus), nucleus supramamillaris, nucleus posterior 


thalami and nucleus tuberis. 


1) In addition to the medial and lateral olfactory tracts there are fibers of the nervus 
terminalis, which have not been seen in the preparations available for this study. 
Information concerning their distribution can be found in papers dealing with the subject 
or in the reference tomes of KAPPERS (1921, '36). 
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Lateral Forebrain Bundle. A conglomerate group of myelinated and 
unmyelinated fiber tracts ascends and descends between the dorsal 
olfactory and olfacto-somatic areas on the one hand and the hypothalamic, 
thalamic and mesencephalic areas on the other. The heaviest contributions 
seem to come from the area olfacto-somatica and the pars dorsolateralis 
of the dorsal olfactory area. There is apparently a direct correlation of 
the size of this tract with the degree of specialization of these centers. By 
way of this tract in Holocentrus passes the massive connection of the 
olfacto-somatic area with the optic tectum. This forebrain-tectal tract is 
evidence to justify HERRICK’s name for that area as one receiving 
somatic stimuli. 

Tractus Pallii. The lateralmost component of the foregoing fiber mass 
is a special ascending fiber tract, which JOHNSTON (1911, ‘12, '23) has 
considered of great significance because it connects secondary gustatory 
centers with olfactory centers. 

Olfacto-habenular Tracts. Arising from the somatic area and from the 
caudal portion of the pars lateralis of the dorsal olfactory area are groups 
of fibers that converge toward the habenula forming components of the 
stria medullaris. Somatic projection tracts ascend and descend between the 
area somatica and the thalamus. 


Several of the significant phenomena observed during this study of the 
forebrain may be discussed under the following headings: (1) the surface 
sulci, (2) the hyperplasia and differentiation of local areas, (3) the 
distortion and displacement of areas, (4) the occasional coalescence or 
concrescence of telencephalic halves, and (5) the degrees of telencephalic 
eversion. 

(1) Surface sulci. Although the furrows on the surface of the forebrain 
have a certain degree of uniformity, a considerable amount of variation 
occurs. This would not be significant were it not that these sulci have been 
used as one of the criteria for establishing boundaries of areas. It ‘is true 
that in some cases they do coincide with nuclear limits but they are not 
the most reliable indicators and one cannot safely judge the location and 
size of the areas from the surface contours. Such a correlation is most 
clear in those brains in which there has been local hyperplasia. Surface 
furrows sometimes appear, however, where there is no other indication of 
a nuclear limit, as in the area olfactoria dorsalis pars lateralis in Gadus. 
Conversely, the other boundary indicators may be evident in the absence 
of a furrow. To distinguish these two types of sulci, perhaps one should 
speak of primary and of adventitious furrows, the former being coincident 
with the margins of an area while the latter have no relation to nuclear 
boundaries. 

Because of the disproportionate growth of some forebrain areas and the 
displacement of others, the primary sulci are not always found in the 
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same topographical position. The fissure that is most constantly found in 
teleosts (aside from the fissura endorhinalis or sulcus externus which is 
a consequence of eversion and is not a true surface furrow) is that which 
appears between the pars dorsomedialis and the pars dorsolateralis of the 
dorsal olfactory area. This corresponds to the fissura striato-epistriatica 
of KAPPERS and THEUNISSEN (1908) and of Kappers (1907, 11, ’21) and 
to the sulcus limitans telencephali of VAN DER Horst (1917) but not of 
other authors. There is often, but less frequently, a depression which 
demarcates the pars dorsolateralis from the pars lateralis of the dorsal 
olfactory area. This was termed by KaAppers the sulcus palaeopallio- 
epistriaticus, and by VAN DER Horst (1917) the sulcus ypsiliformis, 
following the terminology of GOLDSTEIN (1905). Other fissures appear in 
certain genera but are so limited in their frequency and importance that 
nothing more need be said of them in this general account. It should be 
pointed out, however, that in some genera in which there has been 
apparently a uniform growth and differentiation of the forebrain, most of 
the surface inequalities mentioned above are not to be found (see Amia, 
Osmerus, Rhombus). It was suggested by JOHNSTON (1912) that the sulci 
on the surface of the telencephalon may be due in part to the binding down 
of the brain substance by the bundles of the anterior commissure which 
arise or end in the intervening areas. 

(2) Hyperplasia and differentiation of local areas are responsible for 
the most marked characters of the forebrain. These processes consist of 
an increase in the number of cells and fibers within a circumscribed limit 
and the organization of these elements into a recognizable pattern. The 
hyperplasia often results in a local bulging at the surface of the brain and 
the formation of depressions or sulci at the margins of the bulge. The 
area olfactoria dorsalis pars dorsomedialis and pars dorsolateralis of 
Monopterus illustrate this point. One of these processes may go on without 
the other, so that areas here indicated as homologous may appear quite 
different in their histological picture. For example, the dorsal olfactory 
area can be divided into its three components only with great difficulty 
and a certain degree of arbitrariness in Amia, Osmerus, and Rhombus, 
whereas in Gymnotus, Scleropages, and Mormyrus the contrast is very 
marked. Again, there appears in the area olfactoria dorsalis pars lateralis 
of Scleropages, Mormyrus, and Gnathonemus a further differentiation, so 
that there can be distinguished as many as three subdivisions while the 
homologous area in other genera is characterized by uniformity. 

The degree of local hyperplasia or differentiation is so variable that in 
some cases the major forebrain areas may be almost indistinguishable from 
each other. Thus the area olfacto-somatica was not recognized by JOHNSTON 
and by HOLMGREN as existing for Amia and Osmerus, respectively, and 
its identification in them here is only tentative. These authors considered 
the cells of this area as components of the entire dorsal part of the 
forebrain, which they, respectively, termed the primordium hippocampi and 
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primordium pallii. In many teleosts, however, the area olfacto-somatica 
is one of the more prominent features of the forebrain. 

Another aspect of this problem is that the differentiation may not lead 
to a restriction of cell types within a definite boundary. The large cells 
which SHELDON (1912) considered characteristic of his palaeostriatum 
(area olfacto-somatica of HERRICK) are to be found in Cyprinus scattered 
more sparsely among the smaller cells of the adjoining areas as well. 
In Holocentrus, however, these large cells are restricted to an area bounded 
by a thick layer of heavily myelinated fibers. 

The significance of this local hyperplasia and differentiation is not yet 
clear, It is most probably associated with the functional activity of the 
parts of the brain with which the area concerned is connected and is 
probably to be correlated with some peculiarity in the habits of the 
particular genera exhibiting it. At present, however, we know too little 
both of the anatomy and the behavior of most fishes to warrant a statement 
of the exact relationships of form and function in these cases. 

(3) Displacement and distortion of certain areas by their own hyper- 
plasia or by that of adjoining regions is very well illustrated in figure 1. 
Note, for example, the increase in size of the area olfacto-somatica in its 
central position and the flattening of the various parts of the area 
olfactoria dorsalis to form a superficial layer instead of a thick mass of 
cells. Note, also, that the pars dorsomedialis of the dorsal olfactory area 
of Holocentrus is represented in the section figured as only a very thin 
layer of cells and fibers. That is not all of it. The major portion has been 
displaced rostralwards and lies in front of the area olfacto-somatica and of 
the pars dorsolateralis. In the lower two rows of the figure, one can see 
a change of relative size, shape, and position of nuclear areas. This is 
striking because the genera can be arranged so as to appear to be stages 
in a process that culminates in the extreme conditions found in Holocentrus 
and Monopterus. There is not, however, any evidence that the degrees of 
complexity here illustrated parallel the phylogenetic relationship of the 
genera concerned. 

(4) Coalescence or concrescence of the forebrain halves is an unusual 
phenomenon. It has been described as occurring commonly in the 
synbranchid eels, Monopterus and Synbranchus (VAN DER Horst 1917), 
and in the Caribbean squirrel-fish, Holocentrus (MEADER 1934). It is 
evident in the series of Ophiocephalus and Osphromenus in the Central 
Institute for Brain Research and it has been confirmed for similar series 
of Exocoetus and of Cyclopterus and for a parasitized brain of Hippocam-~ 
pus, also in the Institute. HOLMGREN found the condition as an anomaly 
in one out of 100 specimens of Osmerus eperlanus and in one specimen of 
Gadus merlangus. 

Since the fusion has been observed as an anomaly in some species, it 
should be necessary to make a study of several individuals ofa particular 
form in order to establish its constant and normal character, That has been 
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done only for Holocentrus in which more than 22 specimens exhibited a 
coalescence that varied slightly in its extent only. The histological 
appearance of the tissue bridge in the Synbranchidae with its heavy dorsal 
commissural and decussating fiber systems makes it seem probable that 
the fusion is a normal condition. In the other cases mentioned the question 
must be left open. 

The nuclear areas involved in the concrescence are not the same in all 
cases. Only in Holocentrus, Monopterus, Synbranchus, and Cyclopterus 
are other areas than the medial and dorsal (pars dorsomedialis) olfactory 
areas involved. In the genera indicated the area olfacto-somatica 
participates, together with many commissural and decussating fibers. 

HOLMGREN saw in these common and anomalous coalescences a tendency 
toward the formation of an inverted type of telencephalon rather than the 
usual teleostean type. It is unfortunate for this view, however, that the 
most massive and extensive concrescence occurs as the usual condition in 
those brains which are most markedly everted (Holocentrus, Monopterus, 
Synbranchus). It may be pointed out that the fusion is associated in these 
cases with a hyperplasia of some of the telencephalic areas. JOHNSTON 
(1923, p. 167) called attention to a similar situation in the medulla 
oblongata of fishes, where there is an enlargement and even fusion across 
the midline in cases of special development of vagal or facial sense organs. 
It should be noted, however, that the same areas are also hyperplastic in 
other genera where no coalescence has occurred. It is possible that the 
phenomenon is the result of the disproportionate growth of the brain and 
skull in the embryo in which, according to MALME (1891) and KAPPERS 
(1921), the skull cavity is much less spacious. It would be interesting in 
this connection to study the forebrain of the remora or sharkpilot 
(Echeneis), where the dorsoventrally compressed skull, present in the 
adult condition, has flattened the brain to a surprising degree. 

(5) The general problem of eversion and inversion of the vertebrate 
telencephalon has been discussed by JOHNSTON (1911), KAPPERS (1921, 
36), HOLMGREN (1922), HERRICK (1922) and others, and need not be 
dealt with here, but the lack of uniformity in the degree of eversion to be 
found among the Ganoidei and Teleostei must be emphasized. The 
pre-everted condition is shown in the drawing of a young Amia (fig. 1) and 
the most extreme eversion is to be found in the cases which are in other 
ways highly specialized, viz., Mormyrus, Monopterus, and Holocentrus. 
The cause of the differing degrees of eversion is not readily apparent 
unless it be associated with the disproportionate growth of certain forebrain 
areas, especially in the center of the hemisphere. 

From a consideration of these manifold variations of telencephalic form 
arises the question of their meaning. Are they dependent upon the 
phylogenetical position of the genera possessing them or are they associated 
with physiological factors? To the first possibility the answer is negative. 
The evidence available at present suggests that the fundamental organ- 
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ization of the brain as a whole is phylogenetically conditioned, but the 
type and degree of specialization seem to be dependent upon other factors. 
Brains of closely related species, genera, and families have a basic 
similarity, but when they are examined from the point of view of their 
peculiar specializations, a phylogenetical interpretation does not suffice. 
A grouping of fishes based on peculiarities of cerebral anatomy has much 
more significance when compared with a grouping according to habits and 
tested physiological functions than it has when compared with a classif- 
ication according to skeletal features. Thus, certain fishes, widely separated 
by the usual methods of classification, present certain common peculiarities 
of the nervous system and, also, certain similar behavioral characteristics. 
According to HERRICK (1922), “This [variation of forebrain pattern | 
implies some plastic rearrangement of the material concomitant with 
changes in the functional connections, rather than a rigid mosaic of 
morphological pattern”. 

Our knowledge of the functions of the forebrain as a whole and of its 
various component areas is still very unsatisfactory. The subject has been 
reviewed by TEN CATE (1935) and by the present author (1939). It seems 
reasonable to hope that clues to the functions of the forebrain and the 
significance of its anatomical variations may be found in further study of 
the habits of fishes exhibiting specialization of homologous areas as well 
as by refined physiological tests and by an analysis of the anatomical 
connections. 


Summary. 


From a survey of the forebrains of nearly 100 different genera of fishes, 
the following conclusions are derived: 


1. A basic anatomical plan common to all the forebrains studied can 
be recognized. Upon it have been superimposed the modifications that 
make for apparent dissimilarity. Intermediate stages between the extreme 
conditions permit the recognition of homologous areas. 


2. The manifold variations of the teleostean forebrain result, in part, 
from the processes of local hyperplasia and differentiation and the 
consequent distortion and displacement of the constituent areas. Sulci that 
mark the surface of the forebrain may be produced by similar factors. Sulci 
are of two kinds: a) primary sulci that coincide with the nuclear limits, and 


b) adventitious sulci that have no apparent relation to the boundaries of 
forebrain areas. 


3. Coalescence of the telencephalic halves occurs typically in a few 
genera and as an occasional anomaly in others. The portions of the 
forebrain involved are not the same in every genus, although the medial 


olfactory area and the dorsomedial part of the dorsal olfactory area are 
usually implicated. 
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4. Eversion of the telencephalic halves occurs regularly, but the degree 
of eversion is variable. The most marked eversion occurs in those forms 


which show the most marked specialization of the dorsal olfactory and 
olfacto-somatic areas. 


5. The significance of the modifications of the forebrain is more likely 
to be related to functional factors than to purely phylogenetical position, 
for similar anatomical variants appear in genera but distantly related, 
whereas diversity of neural structures may occur in members of the same 
family. The fundamental plan is phylogenetically determined, but the 
variations are probably correlated with peculiarities in physiological activity. 


I am grateful to Professor AriiNS KAPPERS for the opportunities and 
assistance offered me at the Central Institute for Brain Research. 
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